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Elasticité d’un brin d’ADN
Corrigé UPSTI

Partie Informatique

Fonctions de base

Question 18 Pour quel intervalle de déplacement de la bille Dy la tension U est-elle une loi affine du
déplacement 7 Donner alors a et b tels que : U = al)y +b.

Sur lintervalle de déplacement Dy, € [1,5;2,1|um, la tension U est proche de la droite U = aDy + b avec
a = % = —17,5mV /pm et b= 36mV.

Question 19  Quel est I'ordre de grandeur de la résolution de la mesure de 1), permise par cette mesure 7
U est compris approximativement entre —4 et 9mV, soit une plage de 1'ordre de 16 mV = 2%,
Un codage sur 16 bits permet de représenter 2'¢ valeurs différentes.

. . d .
La résolution de la mesure de UV sera donc de 521-5 = 2-12 en mV.

—12 . 1 — 1
a  A6x1T.n - Txl0e

La résolution de la mesure de 1}, sera done de 2 2 1070 pm.

Question 20  Eerire une fonction somme (a) qui prend pour argument une liste et retourne la somme de ses
éléments.

1 | def somme(a):

2 8 =0# le 1a somme partielle
3 for i in a:

1 g8 += i

o return s

Question 21  Ecrire une fonction moyenne (a) qui prend pour argument une liste et retourne la moyenne de
ses ¢léments.

G |def moyenne(a):

7 # On ignore le cas de la liste a vide

8 return somme(a)/len(a)

9

10 | # Rien n’interdit la fonction len(), mais si besoin
11 |def len(a):

12 nb = 0 # Compteur du nombre d’éléments de a
13 for i in a:

14 nb += 1

15 return nb

Question 22  Ferire une fonction variance(a) qui prend pour argument une liste et refourne la variance
de ses éléments.

def variance(a):

g =0 # Valeur de la somme partielle des carrés

16
17
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18 for i in a:

19 g += j#=xl

20

21 return s/n - moyenne(a)#*2

Méthode 1 : oscillations forcées de la bille dans un liquide

Question 23 Montrer que :

ot
agp =Y —ma X
n—1
On souhaite frouver ay et a; qui minimisent la foncetion e = Z (1y; —ag — al;r..,gjg
i=0
n—1 n—1
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La valeur de e est minimale lorsque ses dérivées partielles sonf nulles :
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La premiere équation du systéme donne directement 'expression recherchée de ag :

n—1 n—1 n—1
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En injectant cette expression dans la deuxieme équation :

n—1 n—1 n—1
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Question 24  Ecrire une fonction regression_lineaire(x,y) qui prend pour arguments deux listes d’abs-

cisses r ef d’ordonnées y et qui retourne les coefficients ag et aq tels que définis ci-dessus.

22 |def regression_lineaire(x,y):

23 mX = moyenne(x)

24 mY = moyenne(y)

25

26 numerateur = 0

27 denominateur = 0

28 for i in range(len(x)):

29 mimerateur += (x[i] - mX)*(y[i] - mY)
30 denominatenr += (x[i] - mX)*%2
31

32 al = numerateur/denominateur

33 al = m¥ - al * m{

34 return a0, al

30
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Question 25 Ewaluer l'ordre de la complexité d'un appel & la fonetion regression_lineaire en fonction
de la taille des données n.

Les deux caleuls de moyenne sont en (O(n) opérations élémentaires. La bouele for est aussi en OQ(n) opérations
élémentaires.

La complexité de cette foncetion en fonction de la taille des données n est done linéaire (en O(n) opérations
¢lémentaires ).

f Remarque

L;J‘i le caleul de la moyenne était réalisé a c ne itération de la boucle, alors la complexité serait en O ?’12
1
-:)p-:'.'ra,t lons élémentaires.

Question 26  Ecrire un script qui permet de tracer la figure ci-dessus & partir de la liste des tensions U et
des fréquences f correspondantes, les barres d'erreur ne sont pas & représenter.

36 |al, a2 = regression_lineaire(f, U)

37 |plt.plot(f, U, ’ks’, linestyle = ’none’) # Trace avec des carrés noirs (k = black), sans relier les
points

38

30 | # Ot es en es

40 (U0 = f[0] * a_1 + a_0

41 |Um = f[-1] # a 1 + a 0

12 |plt.plot ([£[0], £[-1]1], [UD, Um], linestyle = ’dashed’) # Droite de régression en traits inte
43
44 | plt.xlabel ("Fréquence (Hz)")

45 | plt.ylabel ("Tension U (microV)")
46
47 | plt.show()

f Remarque

L’aide fournie en fin de sujet ne couvre pas toute la syntaxe nécessaire pour tracer la figure du sujet.

Question 27  Ecrire une fonetion traitement (a) qui prend pour argument une liste de liste de dimension
n % | ef retourne une liste de liste de méme dimension calculant la moyenne ef la variance pour tout élément
de a. On aura donc len(traitement(a) [i])=2.

50 |def traitement(a):

5l rea = []

52 for i in a:

53 m = moyenne(i)

54 v = variance(i)
55 res.append( [m,v])
o6 return res

Question 28 Ecrire une fonction regression_lineaire_gen(x,yv,listf) qui prend pour argument une
liste d’abscisses x, une liste de liste d'ordonnées et leur variances yv, une liste de fonetion listf et qui retourne
les coefficients a de la régression linéaire comme défini ci-dessus. On rappelle quune documentation partielle
est disponible en annexe.

Les arguments sont des listes Python, mais la documentation porte sur des array (tableaux) numpy : il faut
done les transtyper.
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57 | def regression_lineaire_gen(x,yv,listf):
58 n = len(x)

59 m = len(listf)

G0 # Construction de y et V
Gl ¥y = np.empty(n, float)

62 V = np.zeros((n, n), float)
63 for i in range(n):

¥ y[i] = yv([0]

i V[i,i]l = 1/yv[1]

i

67T # Construction de J

68 J = np.zeros((n, m), float)
GO for i in range(n):

70 for j in range(m):

7 J[i,3] = 1istf[j](x[i])
72

73 Jt = np.transpose(J)

e # Calcul de a

75 a = ap.dot(Jt, V)

76 a = np.dot(a, J)

Fii a = np.linalg.inv(a)

78 a = np.dot(a, Jt)

9 a = np.dot(a, V)

80 a = np.dot(a, y)

Question 29  Evaluer l'ordre de la complexité d'un appel & la fonction regression_lineaire_gen() pour
m et n quelconques. Comparer & la question 25 pour m = 2.

Les opérations les plus cotteuses de cette fonction sont :
e La création de matrices n x n et n x m, dont la complexité est en @(n?) ou O(n x m) opérations
élémentaires, tout comme le caleul de J ef sa transposition.
e Les caleuls matriciels, qui sont, suivant les matrices et l'ordre dans lequel ils sont réalisés, en @(n®) ou
O(n x m?) on O(n? x m) opérations élémentaires.
e L’inversion de la matrice JTV.J, de dimension (n x n), qui doit étre en (n?) opérations élémentaires
(que ce soit fait par un Gauss ou par bloe. .. ).
Done la complexité d'un appel & cette fonetion est de Pordre de O(n® 4+ n x m?) opérations élémentaires. Si

m est petit devant n (done par exemple si m = 2), alors c'est en O(n®) opérations élémentaires, soit moins
- e r e Sy £ . Al C—
efficace que lalgorithme question 25 qui est en O(n) opérations élémentaires.

Méthode 2 : analyse du mouvement brownien d’une bille piégée

Question 30  En transformant I'équation de Langevin dans le domaine de Laplace harmonique (4 condition
initiale nulles) avec p = jw, exprimer le spectre de puissance du mouvement brownien de la bille S, {w) =
7(jw)?| en fonction de S¢(w), v et k.

En transformant 'équation de Langevin dans le domaine de Laplace, avec des conditions initiales nulles(
conditions de Heaviside) :

: Fi(p)
vepea(p) +kealp) = Filp) = w(p) = 57
Dans le domaine harmonique, son module au carré vaut :
— 2
B |h(}f~') Stw)

Salw) = [3(jw)?

T K+ 2w
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Question 31 Montrer que S,.(f) = %F}r_f{ on f= 3= est la fréquence du signal. Donner expression de
fe-

En substituant w par 2mf, et Sp(w) par son expression :
Ay ke, T Ak T 1 kT 1

TR 42422 T 42472 - afﬁ + f2 T w2 F2+ ] afﬂ

Sz (f)

Avee f.= &

2Ty

ﬁf Remarque

11 semble y avoir une erreur avec le facteur 4 au mumérateur dans le sujet.

Question 32  Eerire une fonction aire(x,y) qui détermine 'aire sous la courbe définie par une liste d’abs-
cisses r et d'ordonnées y de méme dimension. Vous expliciterez clairement la méthode choisie.

On utilise la méthode des rectangles & gauche.

83 |def aire(x,y):

84 # On suppose que les abscisses X sont triédes par valeurs croissantes.

85 aire = 0.0

86

87 for i in range(len(x)-1): # On n’utilisera pas le dernier point avec cette méthode
88 aire += y[i] * (x[i+1] - =[i])

89

90 return aire

Autre méthode : On utilise la méthode des trapézes.

92 |def aire(x,y):

O3 # On suppose que les abscisses X sont triédes par valeurs croissantes.
94 aire = 0.0

95

96 for i in range(len(x)-1}:

o7 aire += (y[i+1] + y[i]) # (x[i+1] - =[i])

98

09 return aire / 2

a6 a6

Question 33 Donner les expressions analytiques de Fag Ot Far-

ol B 1 oG Qﬂ(}ﬂl

g o t'.'l'% =+ fg iy (ﬂ-% 1 fE)E

Question 34 Ecrire les fonctions G(£,a0,a1), dG_da0(f,a0,al) et dG_dal(f,a0,al) qui retournent res-

pectivement la valeur de G, r%—{" et gﬂ% en fonction de leurs arguments.

101 (def G(f,al,al):

102 return a0 / (al#*2 + f*%2)

103

104 | def dG_da0(f,ald,al):

105 return 1 / (al#s2 + f*x2)

106

107

104 | def dG_dal(f,al,al):

109 return - 2#al#al / ((al#%2 + f#2l)+:2)
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de ot De 9G ot —‘?ﬁ et des données.

: =4 . oTot - P - -
Question 35  Donner les expressions analytiques de 7= et 7= , en fonction de 5=

Par dérivation de e :

de ol HF

i g( 2Sui + 2G(fi a0, a1) Fan f:,r:r{} m])
n—1

Oe _ > ( 28, + 2G(fi, a9, a1) 8(* ﬂ{},ﬂl))

| Jan

Question 36 Ecrire une fonetion methode_gradient (G,dG_da0,dG_dal,Su,f,h,a00,a10,err) qui déter-
mine et retourne les paramétres optimaux ag et ay.

f Remarque

On souhaite annuler le gradient, la condition d’arrétf semble done étre erronée : il manque une valeur absolue.

111 |def de(Su, f, G, a0, al, 4G _da0,dG _dal): # Calcul des deux dérivées partielles de e
112 de_al = 0

113 de_al = 0

114 for i in range(len(f)):

115 de_al += -2 # Su[i] + 2 * G(f[i], a0, al) # dG_daO(f[i], a0, al)
116 de_al += -2 # Su[i] + 2 * G(f[i], a0, al) # 4G _daO(f[i], a0, al)
117

118 return de_al, de_al

119

120 | def methode_gradient(G,dG_da0,dG_dail,Su,f,h,a00,al10,err):

121 al, al = a00, ald

122 gradient = 1 + err / h # Initialisation du gradient pour réaliser au moins une itération
123 de_al, de _al = de(Su, f, G, a0, al, dG_da0,dG_da1l)

124

125 while abs(gradient) < err/h:

126 al = a0 - h * de_al

127 al = al - h * de_al

128 de_a0, de_al = de(Su, f, G, a0, al, 4G_da0,dG_dal)

129 gradient = de_al + de_al

130

131 return a0, al

Question 37 En considérant que ir itérations sont nécessaires pour atteindre la condition d’arrét de 1'algo-
rithme, donner la complexité de la méthode du gradient en fonetion de la taille n des données expérimentales

La boucle de la fonction methode_gradient itere ip fois, et appelle 4 chaque fois la fonetion de, qui réalise n
itérations.

Elle est done de complexité en OQ(ip x n) opérations élémentaires.

Question 38 Ecrire une fonction force (Su, f,h,a00,a10) qui détermine et retourne la force exercée sur la

bille.

Ona: F=0U -.bfi?rj-kbl"%, avee :

[/ est la tension mesurée (connue) :

ke, est la constante de Boltzmann (connue) ;

T est la température (connue) ;

A, qui est 'aide sous la courbe du spectre de puissance expérimental S,, que 'on peut estimer par la

méthode des rectangles ou des trapézes (cf question 32).
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e f. est une contante, que 'on peut déterminer par la méthode de descente du gradient (valeur de aq, of
question 36) ;
e 4 est une constante, inconnue, que 'on peut aussi déterminer via la méthode de descente du gradient

(valeur de ap = %%, done v = %%)
132 (def force(Su, f, h, al0, alld):
133
134 # Détermination de gamma et fc
135 err = 10**%-5 # Définition de 1'erreur admissible
136
137 a0, fc = methode_gradient(G,dG_da0,dG_dal,Su,f,h,a00,a10,err) [1]
138 gamma = 4 * kb * T / (a0 * math.pi #* 2 )
139
140 # Détermination de A
141 A = aire(Su, f)
142
143 # Calcul de la force
144 F = U # math.sqrt{(2#math.pi * gamma * kb * T * fc / A)
145
146G return F
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