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CCINP - TSI - Modélisation Stockage électromécanique de 'électricité Session 2024

Stockage électromécanique de 1’électricité
Corrigé UPSTI

Partie I - Demande d’électricité en France

On note f la fonetion de la consommation journaliére en France en fonetion du temps x en heure. On supposera
que f est une fonction continue sur [0; 24].
Q1 On se propose de considérer une fonction g définie sur [0; 24] par :

glz) = —0.022° +0.722% — 5.27x + 45

Montrer que g(0) = 45.
g(0) = —0.02x 0% +0.72x 02 =527 x 0+ 45 =45

Q2  Justifier que la fonetion g est dérivable sur |0; 24[ et admet pour dérivée :

d(r)=—0.0622 + 1.44x — 5.27

La fonction g est continue et dérivable sur |0;24] en tant que fonetion polynéme et on la dérive comme une
somme de mondmes :

() = —3 x 0.022° + 2 x 0.72z — 5.27 = —0.06z° + 1.44z — 5.27.

Q3 Donner les variations de g (on donnera des valeurs approchées des valeurs on g change de variations) et

comparer au graphique de la figure 1. On pourra utiliser que 1.44% — 4 x 5.27 x 0.06 = 0.8088.

La fonction ¢' est un polynome du deuxic¢me degré dont le discriminant vaut, d’apres I'énoncé : A = (0.8088.
On peut done choisir VA = 0.9,

La fonction g changera de variation en les zéros de la fonction ¢’ qui sont donnés par :

~1,44-0,9 234
T = = =2
T 9006 012
~1,4440,9 _ 054 _
—2x 006 012

Enfin, puisque —0.06 < 0, on en déduit que g est décroissante sur |0;4.5] et sur [19.5:24[ et croissante sur

=

4.5

Io =

[4.5:19.5]. On peut remarquer que le graphique fourni donne un sens de variation a peu pres compatible avec
le modéle, en sous-évaluant la valeur a partir de laquelle la fonetion déeroit a4 nouveau.

Soient n € N* et des réels ag. ay, . . . . a, deux a deux distinets appartenant a I'intervalle [0; 24]. Pour tout entier
1 appartenant a [0; n], on appelle i-éme polynéme interpolateur de Lagrange le polynome :

X —aj

Li(X)=[[—=
J’:ﬂa" @
j#i

Q4  Dans cette question uniquement, on se restreint & n = 1 avec ag = 3 et a; = 13. Ecrire les polynémes de

Lagrange.
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. X — X —13 1 ..
Lo(X)= "L = 2" 2 (X —13)
fhyy — (i1 3—13 10

. X—ay X-3 1, .
LX) = — - — (X -3
1(X) a1 — ag 13—3 l[]( )

Q5  Soit i un entier fixé appartenant a [0;n]. Montrer que le polynéme L; est de degré n.

Entre 0 et n, on compte n entiers distincts de i done L; est le produit d’exactement n polynémes de degré 1
ainsi [; est de degré n.

Q6 Soient i et k deux entiers fixés dans [0;n] avee i # k. Montrer que Li(a;) = 1 et Li(a;) = 0.

11 suffit d’écrire que :
T

a; —a;
Li(a;) =] —L =1.
j=0 & — 4y
J#Ei
Par ailleurs, lorsqu’on substitue & X la wvaleur ag, 'un des facteurs du produit définissant L; est nul done
L,:[E];,::l = (.

Q7 Montrer que la famille formée par les polynémes L; avec i appartenant a [0;n] forme une base de
l'ensemble R,,[X] des polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a n.
Commengons par prouver que la famille est libre :
n
Soient Ag.....A, des réels verifiant Z ApLy = 0. Fixons maintenant un entier 7 entre 0 et n. On peut écrire
k=0

n

Z MLy (aj) = 0. La question précédente permet alors d’obtenir | A; = 0.
k=0
La famille est ainsi libre ef, puisqu’elle compte n + 1 = dim(I,, [X]) vecteurs, on en déduit que cette famille
est une base de B, [X].

Q8 En déduire que :
Q=Y fla;)L;
=0

est I'unique polynome de R, [X], tel que pour tout & dans [0; 1], Qlar) = flak).
Soit @ le polyndome de B, [X] défini par

Q=>_fla;)L

i=0

n

Soit k un entier entre 0 ef n. Avec la question Q6 on observe que : Qay) = Zf(a,;,)L,;(a,;,) = flag), done le
=0

polynome () vérifie la condition demandée.

Par unicité des coordonnées dans une base, on en déduit en outre que @ est bien I'unigque polynéme vérifiant
la condition : pour tout k& dans [0;n], Qay) = flag).

Q9 Eerire en langage Python une fonction lagrange(i,A,x) qui prend comme arguments un entier i,
une liste de flottants A correspondant a la séquence [ag,ay,....a,), un flottant x et qui renvoie le flottant
correspondant a L;(x).
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def lagrange(i,A,x):
P=1
for k in range(len(A)):
if k!=i:
P=P«* (x-A[k])/(A[1]-AlK])
return P

Soient f et g, deux fonctions continues sur [0;1] et a valeurs dans . On note :

1

(f.9) = [ F@)g(a) do

0

Q10 Montrer que (.,.) définit un produit scalaire sur 'ensemble des fonctions continues sur [0; 1] & valeurs

dans .

La linéarité 4 gauche découle de la distributivité de la multiplication des réels sur 'addition dans l'intégrale et
de la linéarité de intégrale.
La symétrie découle de la commutativité de la multiplication des réels. La linéarité a gauche et la symétrie
établissent la bilinéariteé.
1
Prenons f une fonetion continue sur [0; 1] et 4 valeurs dans E. On constate que { Y = 2 Vdr = 0, par
? Vol ¥ { . — )

e N 0

positivité de Uintégrale.

1

Enfin, si (f, f) = [ f?(x)dz = 0 alors, comme f* est une fonction continue et positive, il vient que, pour tout
0

t € [0:1], f2(t) = 0, soit f est la fonetion nulle.

En définitive, {.,.) est une forme bilinéaire symétrique définie positive, soit un produit scalaire sur 'ensemble
des fonctions continues sur [0;1] a valeurs dans .

Soit 77 un entier non nul fixé.
On cherche un polynéme P & coeflicients réels et de degré inférieur ou égal a n, tel que :

1 1
¥Q € Ru[X] + [ |P@) - f(x) P do < [1Q() - f@)? da 1)
1] 0

Nous allons supposer dans un premier temps qu'un tel polynéme P existe.
On pose ) = P+ tR avee f un réel et R un polynome de |, [X].

Q11  Expliquer pourquoi l'inéquation (1) est équivalente & l'inéquation suivante :

(f-Pf-P)<(f-P—tR f—-P—tR) (2)
D™une part, on observe que :
1 1
(f=Pf—P) = | (flz) — P(x))  dz = | |P(z) — f(z)|* dz.
/ /

D’autre part, on remarque que, pour tout polynome R € B, [X] et toutf réel ¢, en posant @ = P + (R :

1
(f—P—tRf—P—tR) = (f—Q.f— Q) = f Q(x) — f(z)? dz.
1]
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Suppsons alors U'inéquation (1) vérifiée et appliquons-1a an polynome ¢ = P+t R, il vient exactement :

(f=Pf-P)<{f—P—tR f—P—tR).

Réciproquement, supposons l'inéquation (2) vérifiée et choisissons ¢ un polynéme quelconque de B, [X]. On
peut toujours I'écrire sous la forme @ = P +{R (par exemple en posant { = 1 et R = @ — P). On applique
alors l'inégalité (2) et il vient :

1 1
[wm) — fl@)P dz < fh:z(:r) — f(@)? da.
1] {0

Les deux inéquations sont done équivalentes.

Q12  En déduire que :
t*(R,R) —2t(f — P,R) >0

Développons le membre de droite de U'inéquation (2) en utilisant la bilinéarité et la symétrie du produit scalaire.
I vient :

(f—P—tR,f—P—tR)={(f-P)—tR,(f—P)—tRy=(f-P,f—P)—2t{f —P,R)+t*(R.R).

On éerit alors l'inéquation (2) et on obtient exactement :

£ (R,R) —2t(f — P,R) > 0.

Q13 En faisant fendre ¢ vers () par valeur positive, montrer que :

(f—P,R)<0

Supposons £ > 0 et divisons chaque membre de I'inégalité précédente par ¢, pour obtenir :
t(R,R)—2(f—P,R)>0.

Faisons alors tendre ¢ vers 0 et il vient I'inégalité demandée.

Q14 En faisant tendre f vers () par valeur négative, montrer que :

(f—P.R)y=0

Supposons maintenant ¢ < 0 et divisons chaque membre de Uinégalité précédente par ¢, pour obtenir, cette
fois-ci :

t(R,R)—2(f—P,R)<0.

Refaisons alors tendre ¢ vers 0 et il vient 'inégalité demandée.

Q15 En déduire que YR € R, [X], (f — P, R) = 0.

Les deux inégalités obtenues lors des deux questions précédentes sont valables quelque soit le choix de R dans
R, [X] et la quantité (f — P, R), étant a la fois positive et négative, est bien nulle.

Q16 En déduire que si P existe, alors PP est unique.
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Supposons qu'il existe deux polynémes Pj et P dans I, [X| vérifiant VR € |, [X], (f — P, R) = 0.
On peut écrire, par linéarité & gauche du produit scalaire :

(Pr=—P,P—P)=(—(f-P)+(f-FP)PA—P)=—([-P,A—Py)+({f—P.P— D).

Le polynéme P — Py appartenant a R, [X], les deux produits scalaires du membre de droite sont nuls et il
vient finalement :
(Py — Py, Py — P) = 0.
Un produit scalaire étant défini positif, cela est équivalent a .
Cela établit 1'unicité, si existence, d'un polynéme P vérifiant la condition obtenue en question Q15.

Ce polyndme, 8'il existe, est appelé approximation de f au sens des moindres carrés. Nous allons chercher a
n

construire un tel polynéme P en considérant P(X) = 3 a; X7, avec pour tout entier j appartenant a [0;n],
i=0

a; un réel.

Q17 Montrer a 'aide de la question Q15 que les coefficients a; pour 0 < j < n vérifient pour 0 < k <n :

n 1 1
Zaj/;nj“:d:r:/.rkf{mjd:r
=09 0

Supposons le polynome P défini comme stipulé par I'énoncé. Soit & un entier entre (0 et n. On applique 'égalité
obtenue en question Q15 au polynéme R = X" :

<f—iajx3',x‘°> =0.

j:n

On obtient ainsi, en revenant & la définition du produit scalaire :

1 n
f;z."r" flz) = Z f].jlj dz = 0.
0 j=0

Reste a utiliser la linéarité de l'intégrale pour obtenir 'égalité souhaitée.

Q18 En déduire que la matrice du systéme linéaire d'inconnue associée au n + 1 uplet {ag,aq,...,ay)
précédent est :

1 1 1 1
2 3 n+1
1 1 1 1
2 3 4 n+ 2
Hy1 = l 1 1 !
3 4 ] n+ 3
1 1 1 1
n+l n4+2 n+3d 77 2n+1

Le systéme linéaire considéré est un systéme de (n+1) équations a4 (1 +1) inconnues. Soient i et p deux entiers
compris entre 1 et n + 1.

Union des Professeurs de Sciences et Techniques Industrielles
@ UPSTI - Toute reproduction interdite sans autorisation de 'UPSTI

&

=
el
W

Page 5
sur 10



CCINP - TSI - Modélisation Stockage électromécanique de 'électricité Session 2024

Le coefficient (i,p) de la matrice du systeme linéaire est le coefficient de I'inconnue a, ; dans 'équation
correspondant & k =i — 1 dans la question précédente, c'est-a dire, toujours d’apres la question précédente :
1 .

[ ;l.{p—L)+{a—L) d
0

Wi

1 .
dtp—1 :
":+P_2 i}.'}+p J.
Or T dr = =
0

i+p—1 i+p—1

On refrouve exactement les coefhicients de la matrice H, ¢ fournie par 'énonceé.

Q19  Justifier que la matrice H,,4 est diagonalisable.

La matrice H,,+1 est symétrique & coefficients réels done est diagonalisable, d'aprés le théoreme spectral.

Q20 On admet que 0 n'est pas une valeur propre de la matrice H,, 1. En déduire qu’il existe un polynéme
P de degré k < n vérifiant 'égalité établie 4 la question Q17.

Comme 0 n'est pas valeur propre de Hy 1, H, 1 est inversible et le systéme linéaire considéré est de Cramer
donc posséde bien une {(unique) solution.

Cette solution donne exactement les coefficients du polynome P vérifiant 'égalité établie en question Q17. De
plus, si P est non-nul, son degré vaut : max{k € [0;n];a; # 0}. qui est inférieur ou égal a n.

Partie II - Stockage électromécanique

I11.1 - Moment d’inertie

Q21 Exprimer I'énergie cinétique E,. d'un tel dispositif en fonction de J; et de w.

Le solide 1 est en rotation pure par rapport an bati 0. On pent done écrive : | £, =

SR

22  Pour des vitesses de rotation Nipin = 30000 tr/min et Nypae = 40000 tr/min, exprimer la valeur du
1
moment d'inertie J; nécessaire afin de disposer des 3,0 kWh demandés. Réaliser I'application numérique.
De la figure 4, on en déduit que U'énergie cinétique absorbée correspond a la différence des énergies cinétigues
entre les états A vitesse minimale ef maximale. De la question précédente, on en dédnit que :
2E,
Ji =

‘i 2 _ ., . 2
Wi Wirnin

L’application numérique donne approximativement :

: 2.3-10%. 3600 6. 107
J1 = i

= r~ _ ~ 3.1kg - m?
- i 2 — ] L ne
(4-10% 35)" —(3-10%- 55) 7-10

NB : & la calculatrice, on trouve : J; = 2.8 kg - m”

Q23 Exprimer la masse m du cylindre en fonction de sa masse volumique p, ainsi que de ses dimensions, H
et A.

. . 2
Pour un eylindre plein, on a : |m = wpH R~

-

Le moment d’inertie d'un cylindre autour de son axe de révolution (O, zy') est donné par la relation :

TpH R

\Jf =
! 2
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Q24 Montrer que :

B2
-J]_ = ’m?
En déduire la valeur du rayon A permettant d’obtenir un cylindre de 300 kg,
_?TﬂHHII_ 5 _2_. _2
JL_T—TFPHH Ty =M
On en déduit que :
2.1, [5-3
R=q 2t =22 14107
V7 ~ V300 "

I1.2 - Auto-décharge

Q25 ldentifier qualitativement les éléments mécaniques et phénoménes physiques pouvant étre a l'origine de
ces différents frottements.
On peut citer :

e les frottements liés & la solution de guidage en rotation (les roulements) ;

e les frottement de l'air sur le volant d'inertie.

Q26 Préciser le(s) solide(s) isolé(s) et la démarche employée afin de montrer que :

J1% +pw=—Cs (3)
On isole le solide 1, dans le référentiel du bati 0. On procéde au bilan des actions mécaniques extérieures subies
par le solide 1, & savoir :
e le couple résistant C'; lié au frottement sec
e le couple résistant O, = p - w lié au frottement visquenx

Enfin, on applique au solide 1 le théoreme du moment dynamique au point O en projection selon l'axe (O, z; ).

La fonction w de variable ¢ est dérivable sur R.
Q27 Résoudre I'équation différentielle (3) lorsque €, est une constante réelle et pour la condition initiale

w(0) = winaz-
L'équation différentielle (3) est une équation différentielle du 1**ordre & second membre constant. La solution
est la somme de

. . . - : dew !
e la solution de I'équation différentielle sans second membre l—: + ’;— rw =10
(] g1
. . . . # . clw
e la solution de I'équation différentielle lorsque {; =10
C
On a alors : o
- — L Y
wt) =K. " — —= (4)
I

avec K une constante réelle. A Uaide de la condition initiale w({0) = w,,,... on trouve :

(0N ; (o
— K =wpaz +
I It

wW(0) = Wiar = K —
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Ce qui donne done :

C..,. — CI.,.
u—f’(f:l = | Wrnazx +;—j e 1 — —

Q28  Exprimer la durée At pour que le systéme s’autodécharge jusqu'a winin.
On cherche la durée At au bout de laquelle, on a w{At) = wy,, ce qui donne :

. ) Cs

. Cs —At C o ) —LAE Wynin + Ty
Wrnar e — = Wpin — e =—F
H Wiz T s

min
— —ﬂf—lﬁf =1In (—(“)

N oy
Winaz + m

T

a1 h
_ Al — J_L n (u«nm;i:—F p )

H Winin + Tf

On trouve alors At =~ 1 -10% s.
Q29 Exprimer la durée d’autodécharge en heure et conclure.
o 1A o 1100 L g
.&.f = 1100 8 = 3600 11 = 2.8 11
Le volant d'inertie ne powrra conserver 1'énergie stockée que pendant une durée approximative de 2.8h avant
d’avoir complétement déchargée I'énergie cinétigque accumulée an cours de la charge.

Partie III - Controle des paliers magnétiques

Q30 Réaliser le bilan des actions extérieures s’appliquant a 1 et montrer par une étude dynamique, en
prenant soin de détailler la démarche, que :

ka

it)=—g+ %i{t} + Ez(f]

—
o
—

On isole le solide 1, dans le référentiel du bati (0. On réalise le bilan des actions extérieures :
-

e action de la pesanteur F . 41 = —mgzy
e action du palier magnétique F oy = (kii(t) + koz(t)) 2o
On applique au solide 1 le théoréme de la résultante dynamique en projection selon zg :

mi(t) = —mg + (kii(t) + kaz(t))

On en déduit que :

On note z., la position d'équilibre du volant d'inertie par rapport au bati.
Q31 Etablir 'expression du courant ie; associée a la position d'équilibre zeq en fonction de m, g, ki, ka et

de zg,.
A la position d’équilibre, on a

k.r' . ku
leg + —Zeg

0=—g+ —
m m
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;o_m (g ko ) )
bk m 7

On pose Ai(t) = i{t) — i et Az(t) = 2(1) — 2.
Q32 En déduire une relation entre Az(t) et Ai(t), puis montrer que 'on obtient dans le domaine de Laplace,

On a done :

pour des conditions initiales nulles, la fonction de transfert suivante :

AZp) ki1 (6)
Allp) ~ ka1 T

avec Al{p) et AZ(p), respectivement, les transformées de Laplace de Ai(t) et Az(1).
On déduit des relations données que : Az(t) = 2(t). A partir de I'équation différentielle (4), on a alors :

. 'L':F: . . kﬂ.
Az(t) = —g + — (Ai(t) +ieg) + — (Az(f) + 2¢q)
m m

En réinjectant 'expression déterminée a la question 31, on a alors :

Az(t) = %mm - %&z[t]

Par application de la transformée de Laplace, pour des conditions initiales nulles, on a alors :

PAZ(p) = S AID) + S2AZp) = -BArp) = [‘C—“ _sz AZ(p)
1 7 7 m
4 AZp) k1
Al(p)  m -‘E_ 2
171
— [Pz~ K

Allp) ko 1- T2
ka

La fonction de transfert (5) permet de traduire le comportement du palier magnétique axial, soit la variation
de distance Az(f) associée & la variation de courant Ad(t).
Q33 Montrer que le comportement du palier magnétique est intrinséquement instable.

La stabilité du comportement du palier magnétique est lice aux poles de sa fonction de transfert.

1 -2 2_ Fa +
——p == p = — = p=*t| —
.‘cﬂp P m p m

La fonetion de transfert posséde done deux poles réels, mais dont 'un d’eux a une partie réelle strictement positive.

Le comportement du systéme est donc intrinséquement instable.

Q34 Proposer une démarche (sans caleul) afin de corriger ce probléme. [lustrer la proposition par un schéma-
bloc.

3 ; -] ; A
Pour corriger ce probleme, on peut envisager deux méthodes.

La premiére méthode consiste & inclure dans la chaine directe du systéme un correcteur qui va venir compenser
le pole instable de la foncetion de transfert.
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La compensation du pole instable est effectuée en choisissant un correcteur de la forme :

m
1‘1,/;;?’
0 =77,

avec 1" un réel positif. On a alors :

ki

- s
(1+Tp)(1+ \Epj

On a alors une fonetion de transfert de méme ordre, de méme gain statique et stable. Si cette méthode est
mathématiquement valable, elle repose sur nofre capacité & compenser exactement le pole instable ce qui est
peu réaliste en pratique.

La deuxieme méthode consiste & asservir la variation de distance AZ(p) et inclure un correcteur en aval du
comparateur. Cela peut prendre la forme du schéma-bloe suivant :

-M(;".'J= (p) () Hp) AZ(p)

Alpes(p)

La boucle de rétroaction est composée d'un capteur de gain k. = 1 A/m qui renvoie une intensité Al,.(p),
image de AZ(p), permettant une comparaison homogéne avec 'entrée Al{p).

11 suffit alors de choisir la forme du correcteur de maniére a obtenir une fonction de transfert en boucle fermée

~ w . . . . . - i
dont tous les péles sont & partie réelle strictement négative. Un correcteur proportionnel de gain K, > —

ki

permet de réaliser cela. Cette méthode ne pose pas de probléme de mise en place et conserve I'ordre mais pas
[ (' J

et ki ki

le gain statique initial (il faudrait avoir K, =
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