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Modélisation de la prévention des tsunamis
Corrigé UPSTI

LES SISMOMETRES

1 Principe de fonctionnement des sismometre

- Objectif

L'objectif de cette sous-partie est d’appréhender le fonctionnement des sismométres verticaux et horizontaux.

Question 1 La modélisation proposée sur la figure 3 permet de mesurer des vibrations verticales du sol.
Sur le méme principe, schématiser, un modeéle permettant de mesurer des vibrations horizontales.

A A masse
1=
LI

capteur de vitesse

2 Capteur de vitesse

- Objectif

L'objectif de cette sous-partie est d'évaluer la bande-passante du eapteur de vitesse pour que ce dernier respecte
le eritére d'exigence (tableau 1).

e
Question 2 Rappeler 'expression de la force élémentaire 6 Frqp dite de Laplace s’exercant sur un trongon
# . A . # T # # .
conducteur de longueur dl parcourue par un courant électrique d’intensité ¢ plongé dans un champ magnétique

R s =
[j_f"f_.{}_p =1 dIF M B

. -+ # . # - L El . # . 5
Question 3  En déduire la résultante Fp,, de l'action mécanique due aux forces de Laplace s’exercant sur
la bobine en fonction de B, de i et de la longueur du bobinage [.
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—

2w
Frop= -n.f i Rdbthig n B, = —2mnRi B,
0
avec n nombre de spires

- . -
or | = 2rnR done Fir,, = —ilBi,

Question 4 Le mouvement de la bobine dans le champ magnétique induit une force-électromotrice e(t)

fournissant une puissance opposée a la puissance mécanique développée par Fp,,. Interpréter physiquement ce
Lap

résultat, puis donner 'expression de e(t) en fonction de B, I et de v(t).

Ce résultat peut étre interpréteé grace a la loi de Lenz-Faraday qui exprime 'apparition d'une force électromo-
trice lorsqu'un eireunit électrique est en mouvement dans un champ magnétique.

e(t) = 1Buvgl(t)

Question 5 Représenter le schéma électrique équivalent du capteur de déplacement.

e(t) ui(t)

(N e
N\

i(t)
u(t)

Question 6 Déterminer la relation differentielle liant w(t) a vy (t).

u(t) = elt) — Ldi;:)
ori(t) = %1
u(t) %di{;{:] = [Bug(t)

Question 7 Pour L = 100 mH et en tenant compte du critére d'exigence en fréquence, indiquer la valeur
minimale de Rg pour laquelle la tension u peut étre considérée comme proportionnelle a la vitesse vy, permettant
i ce dispositif de constituer un eapteur de vitesse instantanée lors d'un séisme. On admettra ce point par la
suite.

Il faut que L.f < Rg ef que done Rg = 0,1

. . . - . :
Question 8 Déduire de la question précédente que Fr,, = — ey Exprimer A en fonction de B, [ et de

—
Rg. L'expression de Fp,, est-elle en accord avee la loi de modération de Lenz?
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— I u ~ vp 7,
Frop = —ilBii, = ——IBii. = ———(IB)"i.
Rg Re
(IB}?
ERg -
. . r . . = v I & I

Clette expression est en accord avee la loi de modération de Lenz car cette loi, nous indique que la force générée

7

Nous avons done A: =

par induction s'oppose a la cause qui lui donne naissance, ici la vitesse de la bobine.

3 Modéle de connaissance d’un sismometre vertical

- Objectif
L'objectif de cette sous-partie est d'établir le modéle de connaissance d'un sismométre ver- tical et d'établir le
lien entre ses grandeurs caractéristiques et celles des séismes.

Question 9 Isoler la masse ponctuelle M et effectuer un bilan des actions mécaniques extérieures dans
. o . . — .

le cas on le sismomeétre est au repos. Eerire le théoréeme de la résultante statique suivant u: et en déduire la

relation & l'équilibre entre zg, z,, k£, M et de g.

On isole M
BAME :
e action mécanique du ressort, F.i.
. . .
e action de la gravité sur la masse, —Mgii.
TRS projeté sur i, :
F.—Mg=10

k(zy — zg) — Mg=10

Question 10  Au cours du séisme, déterminer Pexpression de 'aceélération de la masse M dans le référentiel
galiléen R en fonction des longueurs pertinentes.

OM=0Ag + AsA+ AM
OM = Agyitly + Z(thil, + hai, — L(t)i,

or z{t) = h — L(1)
—
OM = Agyiiy + Zs(t)id. + =z(t)i.

donc

20M (d?zs(r) d?z(r))

a2 iz ap

Question 11 Isoler la masse ponctuelle M et effectuer un bilan des actions mécaniques extérieures au cours

d'un séisme. Etablir I'équation différentielle vérifiée par dz(t) lors de la secousse sismique. Simplifier l'expression
, : : . d*Zglt

pour obtenir le résultat uniquement en fonction de dz(t), de ses dérivées, de —dfﬁ&—) et des constantes du

probleme k, Ao, A, et M.
On isole M
BAME :
e action mécanique du ressort, F.i.
e action de la gravité sur la masse, — M gii,
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e action mécanique de amortissenr, —F i,
. ¢ . o =
e action mécanique du capteur, — Frapil.

TRD projeté sur i, :

) =k —Mg—Fa— Frap

M (d-gz,gl:ﬂ + dgz(ﬂ) =k [:31} — 3({-)] — Mg - A,md'z(“ Y dz(f]

dt Codt

dz(t) dz(t)
dt Codt

z— 2+ 20— 2(t)) — Mg — A

e
by
P
=
[ %]
IaN
w
.
+
=
[ %]
e
Nt
e
Il
;1-

d2Z,(t)  d2z(t) dz(t) . da(t)
M ( A2 + dt2 —kl:dn_ﬂﬂﬁl"'k(ﬂ*ﬁ_ﬂ'(fn_*ug_)‘m dt _)\F.' dr

d*Z(t)  d?z(t) dz(t) dz(t)
M ( 75 — e = Mg — kdz(t) — Mg — )\:m? — Xe o
or z{t) = zp +dz(t) donc d":i(:) = %ﬁ'))
d2Z.(t) d*(dz(t)) d{d=(t)) d{dz=(t))
41.11? = —;‘VIT — de{f} — )\m_dt— — )\FT

Question 12 Déterminer, dans les conditions d'Heaviside, la fonetion de transfert H(p) = D—;‘{% et la mettre

bt
sous forme canonique. Exprimer la pulsation propre wy et le coefficient d’amortissement £ en

Aes A et de k.
2r _ 2
Mp*Zs(p) = = (Mp> % A + AcJp + k) D.(p)

D.(p) _j:c_fp?
Z(p) M2+ i——}‘m:'\*)p +1

wp = \/%f-‘t §= 5\ e (Am +2)

f‘()ﬂcti(m de M,

Question 13  Déterminer le module et I'argument de la fonction de transfert harmonique H(jw). Distinguer

les résultats en fonetion de la valeur du ratio uin

EIE
|H(jw)| = w"q
/(1 R
1V Wy W
w? w
arg(H (jw)) = —arg (1 - —+ ﬂé—j)
Si mi" < 1
w2
|H(jw)| = —
:
arg(H(jw)) = —arg (1) =0
Si ﬁ =1

|H(jw)| =1
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2
arg(H(jw)) ~ —arg | —— | = -7
had 1]
Si =1
Lafy

H(jw)| =

Rl -

v | =

arg(H(jw)) = —arg (26)) = —

Question 14  En régime permanent, la réponse du sismométre est une fonction de forme similaire & 'excita-
tion induite par le séisme. Donner la forme de la réponse dz(t) en fonction des caractéristiques du sismométre
(£,wn) et des caractéristiques du séisme (Zg,w).

d=(t) = |H(jw)| Zs cos (wt + arg(H(jw)))

donc
w?
W . oW W,
dz(t) = — = Zgcos|wt—arg|1— — + 26—
A £9w? Wiy wip
V(1-%) raes

Question 15  Expliquer, de maniere suceinete, pourquoi 'évolution du gain et de la phase donnée sur la
figure 6 correspond au modéle du sismometre proposé précédemment.

Les résultats de la question 13 permettent de voir que :
e pour les petites pulsations, la courbe de gain admet une asymptote de 40 dB/dec et la courbe de phase
une asymptote de pente nulle.
e pour les grandes pulsations, la courbe de gain posséde une asymptote de pente nulle et la courbe de phase
une asymptote en —m
- -y — p— T 2 1
e tandis que pour w = wy, la phase vaut —% et le gain vaut 20log( )
= =5

Question 16  L'amplitude mesurée doit étre idenfique a Pamplitude du séisme sur le plage de fréquence
correspondant & l'exigence définie dans le tableau 1. Comment faut-il choisir la pulsation propre wy par
rapport & la pulsation w de la secousse sismique 7 Commenter physiquement ce résultat.

Pour que les amplitudes soient identiques, il faut que |H(jw)| = 1. Sur la courbe 6, nous voyons qu'il faut
prendre wy tel que wy < 5.
Commentaire

Question 17 = Quel est le meilleur choix pour le coefficient d’amortissement £ pour que la réponse temporelle
du sismomeétre a un échelon soit la plus rapide sans dépassement 7 A partir des données de la figure 6, évaluer
la valeur minimale de wp correspondante en fonction de la fréquence des ondes sismiques & mesurer.

£ =1 permet la réponse la plus rapide sans dépassement.
Les fréquences & mesurer sont comprises dans la plage de fréquence de 0,1 & 100 Hz, et done de pulsations
comprises entre 0,27 et 2007 rad.s 1.

Done womin = 0,027 rad.s™ 1.

Question 18  Conclure sur les fréquences de séisme que ce sismométre est capable de mesurer. L'exigence
du cahier des charges est-elle vérifiée ?

Winin = 1 rad.s™! donc fu:, = 0,16 Hz.
Le cahier des charges n'est pas vérifié car les petites fréquences ne sont pas mesurées.
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LOCALISATION DU SEISME

- Objectif

L'objectif de cette partie est de modéliser la localisation de 'épicentre du séisme a partir de estimation des
istances entre chaque station et le séisme.

dist f tat t 1

Question 19  Dans le cas donné sur la figure 8a, écrire, de maniére littérale, les équations de chaque cercle.

(r—z1) +(y—p) =13 (1)
(r—x2)? + (y— ) =13 (2)
(r—z3) + (y—ya)* =13 (3)

Question 20  Développer les équations des cereles des stations 1 et 2. Effectuer la différence terme a terme
et en déduire 'équation de la droite dys de la figure 8b. Effectuer Papplication numérique.

2 — 2rxy + ;I.‘% - y2 — 2y + yf = T%
o® — 2zmy + 23 + 7 — 2yys + 95 =13

et

T(2x0 — 231 ) + (20 — 211 ) = rf —*r% — :c% —yf + :1.‘% + y%

La droite dys est done d’équation :

Y Ty —:rg_r_'_-rf —*r%—:r:% —'y%—k :1.‘% +y§
Yo — Y1 2ys — 2y
2—5 25 — 16 —4 — 25 + 25 + 100
= T = —0,6x + 10,5
T 2%x10—2 x5 07 + 10,5

Question 21 Dans le eas donné sur la figure 8b, écrire, de maniére littérale, les équations de chaque
droite. En déduire le systéme d’équations linéaire permettant de localiser 'épicentre et le mettre sous la forme
AX = R avec A une matrice 3 x 2, X le vecteur donnant les coordonnées de 'épicentre et K un vecteur de 3
composantes.

La droite di2 est d'équation :
2 2 2 2 2 2
(2z —2m )z + 2y — 2 )y =1y — 15— — Y + 35+ Y;
La droite dyg est done d'équation :
2 _ 2 2 3, .2 2
(2rg —2m )z + (2ys — 2 )y =ry —ri— o7 — ¥ + 35 + U3
La droite dog est done d'équation :

2 2 2 2 2 2
(2z3 —2m0)z + (2ys — )y =15 — 13 — 25 — Y3 + T3 + U3
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Ce qui nous donne sous forme matricielle

(229 — 211) (22 — 21) ) r?—rs— 2 —yl + T3+

(2x3 —211) (23— 2m (i’) =|ri-ri—ai—yi+rit i

(2z3 — 219} (2y3 — 2y2) Ye r3—1? — 23 —yd + 23+ 3
(2m9 — 221} (2y2 — 231) 1 rf —?g —;1.‘% —y%+;z.‘%+y§
done A = | (223 — 271) (2y3 —2m1) |, X = ( F) cot R=|rf —rf — 2t —yf + 23 + 93
(273 — 210) (23 — 230) ¢ TS — T8 — T3 —yi + 33 + 3

Question 22  Evaluer le rang du systéme précédent. Simplifier le systéme matriciel précédent en le mettant
sous la forme A’X = R ou la nouvelle matrice A" est carrée de dimension 2 x 2.

La troisieme ligne de la matrice 4 étant une combinaizson linéaire des deux précédente, la matrice est de rang
lj

L

On peut alors mettre le systéme sous la forme A'X =

Ve — Do Dy — 2 -
avec A’ = ((—'12 2z1) (242 _yl)) cet R = (_?

Hf

-r% — .-1.‘% — yf + :1.‘% + y%
. . . 2
(223 — 2x1)  (2y3 — 2m) T — 1%

2 2 2
— o —yi + 23 +v3

Lol ] )

Question 23  Parmi les valeurs {—10000, —1000, —1, 1, 1000, 10000}, lesquelles sont plausibles et laquelle
entrainera le meilleur conditionnement de la matrice A’ ? Justifier.

Une norme éfant par définition toujours positive, nous pouvons écarter les valeurs -10000, -1000 et -1.
Pour qu'une faible variation de R n'entraine qu'une faible variation de R, la valeur idéale est 1.

Question 24 A partir du systéme précédemment défini, expliquer comment obtenir la localisation de I'épi-
centre

AX =R
ATAX = ATR
(*AAYYPAAX = ATR

or (*AA)"LTAA = T done
X=AR

PROPACATION D’UN TSUNAMI

- Objectif

L'objectif de cette partie est de modéliser la propagation du tsunami et d’estimer son temps de propagation &

partir de 'épicentre.

Question 25 Justifier, & partir des ordres de grandeur proposés, qu'il est difficile de détecter un tsunami en
haute mer.

L'amplitude du tsunami est trés petite devant sa longueur d’onde, (e << Ar. Ce qui rend difficile la visuali-
sation de la vague.
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Question 26  Justifier que le champ des vitesses vérifie ¥ = w,(x, 2, t )i, + v, (x, 2, )0,

Par invariance du champ suivant g, nous pouvons écrive que ¥ = vz, z, )i, + va(x, 2, £ )i,

Question 27  Les trajectoires des particules de fluide au passage d'une onde sinusoidale de longueur d’onde
A pour différentes profondeurs d’ean h sont photographiées figure 10. L'évolution de 'allure des trajectoires
des particules de fluide pour différentes valeurs du rapport 'r—; est présentée figure 11. A la limite 'r—; < 1 justifier
que ¥ &2 u(x, )i,

Lorsque 'r—; < 1, la trajectoire de chaque particule quelque soit sa profondeur est proche d'une droite d’équation
z = constante et donc v = v, (x, )i,

Question 28 En généralisant 'expression du champ des vitesses obtenue a la Q26, simplifier 'équation
(1), puis la projeter selon les axes z et z.

On exploite 'équation (1) :

dvg(x, z, ) | 1Pz, z,1) 1aP(x, z. 1) y
—_— iy = i, — ————={i, — g,

ot P dx P 0z

e

FEn projection sur x
Ov,l(x, z, t) 18P (x, z,t)
ot p ox

Fn projection sur z :

Question 29  En déduire que le champ de pression est donné par P(x, z,t) = Fy +pg(h+ ((z,t) —z) on F
est la pression atmosphérique. On supposera pour cela que la pression est continue a Uinterface air-eau.
On exploite la projection sur z :

dP(x, z, t)

iz

donc Pz, z,t) = —pgz + ez, ) avec clx, i} indépendant de z.
Les conditions aux limites nous impose que Vr et Wi : P(r, z,t) = Py lorsque 2 = h + ((z,1).
Done, ez, t) = Py + pglh + ((x, ) et Pz, z,t) = Fh + pglh + {(z,t) — =)

=—pPg

Question 30 En réalisant un bilan de masse, entre t et ¢ + dt, pour la tranche de fluide comprise entre = et
x + dr, de hauteur h + ((x,t) & U'instant ¢ et de largeur arbitraire L,, montrer que %& R~ —h"—?ﬁ*. On mettra a
profit le fait qu'une angmentation de la masse d'eau comprise entre x et x+ dx se traduit par une augmentation
de ¢. On exprimera de deux maniéres la masse dm, entrant (algébriquement) dans la tranche de fluide, enfre

t et t+ dt, et on précisera 'approximation effectuée.

dme = puglx,t)(h+((z,t)).Ly.dt — pvy(z+ dr,t)(h + ((z,1)).L,.dt
= plh+ {(z,t +dt)).Ly.de — p(h+ ((x,1)).Ly.dr

(vl t) — vz + de, ) h+ ((z,8))dt = (((z,t +dt) —((z,t)).dr

En supposant ((x,t) < h, on obtient I'équation proposée r;’;% = —h%

Question 31 Finalement, montrer que :

o2

2%

e
Oz

(z,t) — (z,t) =10
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oll ¢ = +/gh. Comment s’appelle ce type d’équation ?

. . . .-}2 - - .
On dérive selon t I'équation précédemment obtenue : 5z = —h;r;—f (%’TJ)

Or d'aprés la question 28 :

. (ﬁi;i.(;r,z,ﬂ) _ 102P(x, 2 t) . pg Pz, 2, 1)

ot dx

ot

done

2 2
a°C F((x, 2, 1)
—_— = —
at? I o2
en posant ¢ = +/hig, on obtient I'équation proposée. C'est une équation de d'Alembert 4 1 dimension (équation
de propagation d’onde plane)

Question 32 La propagation des ondes vérifiant cette relation est-elle dispersive lorsque h ne varie pas?

La propagation de ces ondes n'est pas dispersive lorsque ¢ (et donc ici i) ne varie pas.

Question 33 D’apres les figures 13 et 14, le modéle rend-il bien compte d'une augmentation de 'amplitude
au voisinage des c6tes 7 Le modéle rend-il bien compte d'une dimimution de la célérité des ondes se propageant
dans 'eau lorsque la profondeur diminue ? L'allure des courbes de la figure figure 14 est-clle compatible avec
votre réponse a la question Q32. Justifier.

En regardant les figures 12 ef 13, nous pouvons constater que amplitude augmente lorsque i diminue et donc
au voisinage des cotes.

D’autre part, U'écart (en km) entre deux pics espacés du méme intervalle de temps diminue, ce qui implique
une diminution de la célérité des ondes.

Pour une valeur de h ne variant pas, on peut voir que le paquet d'ondes n'est pas déformé (pas d'étalement au
cours du temps), la propagation n'est done pas dispersive, ce qui est cohérent avec la réponse a la question 32

Question 34 Justifier que le temps de propagation 7, de I'épicentre jusqu’a un point d’abscisse d est donné

d _ dr
par T?; = ﬂ-, m

. _ iz
clx, t) = 5

dr
clx,t)

T d -
= f dt = f da
0 o clz, 1)

_ f*i dx
= T = _—
Pty elz,t)

Question 35 Fcrire une fonction Python Tpropag prenant la liste dist comme argument et renvoyant, en
utilisant la méthode des rectangles, le temps de propagation, exprimé en heure, du tsunami entre My et M,,.

= df =

impert numpy as np
tau=0
def Tpropag(dist)
for i in range(length(dist)-1)
tau=tau+dist[i] [1]/np.sqrt(g*xdist[i][2])*1000/60
print (tau)
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Question 36 L'appel de la fonction Tpreopag appliqué au cas de la propagation du tsunami de mars 2011
de son épicentre au large du Japon a la bouée D.A.R.T. n°51407 renvoie 7,66. En se fixant une marge égale a
1 % du temps de propagation réel, ce résultat est-il acceptable?

On lit sur la figure 15 que le temps de propagation est de 7,54 h.
Le résultat trouvé par Tpropag devrait donce étre an maximum de 7,62, le résulfat n'est donc pas acceptable.

Question 37 La mise en place d'un réseau de sismométres ef de bouées D.AR.T. permet-elle de prévenir
les populations 7

Un réseau de sismomeétres et de bouées permet de voir la célérité et amplitude de la propagation d'une
perturbation a la surface de 'eau et done d’anticiper le moment d’arrivée sur les cotes afin de prévenir les
populations.
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