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Etude d’un Robot Lézard

Corrigé UPSTI

Introduction

Partie |. Structure du robot

Objectif : Validation de I'hypothése§ =&, .

|.1 - Estimation de l'erreur liée a l’lhypothese

—_— — — —|—|—|)

Q1. Ecrire lamatrice 7 ; de changement de base, de labase 5, = (xu,_yu,:n) alabase B = (“"u-)’u:l

Fy, 5 est définie de lamaniére suivante : c’est la matrice dont les colonnes sont les coordonnées des vecteurs de
la base B décomposés dans la base B, .

Or le paramétrage permet d’établir les figures de passages suivantes :

2 470 V2 A0
r+6 g
E T +6,
— > g . - > *o
-0~ -1 =5
x5 =cos(f )-xy +sin (6 |-y cos(6,) —sin(6,)

—_— — —+ —-—n—n)

Q2. Ecrire lamatrice 7 ; de changement de base, de labase 5; = (xu,yu,:n) alabase B, = (12,_);2,:2

¥, =cos(m+6,)-x +sin(746,) x, = —cos(8, )5, —sin (6, ),
Par analogie, £=—sin[fr—i-!?g)-g—i-cos[?r—l-ﬁg:l-_}TD.,soit jE.:Sil]{gj)g—COS(% vy -
5=z H=5
—cos(#,) sin(6,) 0
Ainsi: P 5 =|—sin(f,) —cos(f,) 0
0 0 1

e, Union des Professeurs de Sciences et Techniques Industrielles Page 1
B ©UPSTI - Toute reproduction interdite sans l'autorisation de I'UPSTI sur 18



CCINP - TSI -Modélisation Etude d’'un Robot Lézard Session 2023

_— — —

Q3. Exprimer les coordonnées du vecteur DF dans la base 35, —(xz,yz,_z) puis dans la base

—_ — —

B, = (.xu,yn,:n) en fonction de a, b et de &,.

DF = DN+ NF , donc ITF.':a-x:—b-y—j,donc DF =.:.1-(—c05[!5’2 )-g—sin(ﬁgj-_}_-'n.)—b- (.sin (8, )-g—cos(é’g )E)

Ainsi : DF = —(a-cos(93]+b-sin(€2 ))-x?-i—(—a-sin(ﬁg')-i-b-cos[ﬁgj)-;u..

— — —

Q4. Exprimer les coordonnées du vecteur AE dans la base Bl=(.r1,y1,:1) puis dans la base

_— — —

B, = (.xu,yn,:n) en fonction de a, b et de 6.

AE = AM +ME, donc E:a-g—b-ﬁ,donc:ﬁ:a-(cos[é’l)-.ﬁ:—n.—i-sin(ﬂl)-E)—b-(—sin(ﬁl)-a—l-cos(é’l)-E).

Ainsi : Ez(a-cos(gljl-i-b-sin[ﬁl))-g—i-(a-sin[ﬁl)—b-cos(ﬁl jl)}?

Q5. En déduire les coordonnées du vecteur FE dans la base By = (;n.:?n.::_n') en fonctionde a, b, [ ,6 et
de 6,.
—a-cos (6, )—b-sin(6,) 2a a-cos(6)+b-sin(6,)
FE = FD+ DA+ AE donc FE = — —q-sin (6, )+b-cos(6, )| —|—(2b+1)| +|a-sin(f)—b-cos(d,)
0 b 0 A 0 5,

a-cos(#, )+ b-sin (6, )—2a +a-cos( )+ 5 sin (4 )
FE =|a-sin(#,)—b-cos(b,)+(2b+1)+a-sin(6 |—b-cos(6, )

0 5

a-(cos(8 )+ cos(6, ))+5-(sin (6, ) +sin (6, )| — 2a
FE =|a-(sin (6 )+sin(6,))—b-(cos(6, )+ cos(6, )|+ (2b+1)
0

By

Q6. Aprés avolr supposé que § =—0, =0 , détermmer le carré de la longueur 7 en fonction de 6.

cos(é’l)zcos(é’) 2@_(005(9)_1)
On suppose que 6, =—, =6, donc : cc.)s[gg)zc.os[ﬁjl . Ainsi : ﬁ= —Zb-(costﬁ)—l)—i-i
- sin (6 ) = sin (6) 0
sin (0, )= —sin(6) By
"ﬁ O (Za-(cos(ﬁ)—l)f —i—(—Zb (cos[ﬁ) 1)—1—;’)2

||ﬁ = 4a° -[cos (9) —1) +(—2b -[cos(ﬁ) —1))

||ﬁ = 4-((:05(9)—1)2 -(a‘ —i-.f_"))2 —4£-b-(cos(9)—1)+£2
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Q7. Vérifier que EF’ peut s’écrire sous laforme EF* =] + f(ﬁ) avec :

f[e):smg[g 2-(a2+b2)-sinz[§}+£-b

Déterminer les valeurs de pour lesquelles f(ﬁ) = 0. Conclure quant a I’hypothése 6, =—6, =4.

: . 2|8 —I? .392“3 \2 . 2|0 2
cos(é’)—lz—ZSm‘ ;],alorsHFE =4-|—2sin" S -La‘—i—b) —4/-bh-|—2sin” S +1I-
"
|7 =£2+8sin?[EJ- ZSin?[E (a® +bg)+£-b]
2 2"

Ainsi, EF* =]° —i—f[ﬁ)avec f(_!E’)=8$in2 - 2-(&2 —i—bg)-sin2 — —i—f-b}.
fle)=0 o  8sin’|Z||2:(a’+b)sin’ g]ﬂ'-b]:o

= 8gin’ E]=0 ou '.»’.-(czg-l—s_':;)-sin2 E]-H-b}:()

2 : 2
= 6:0car9€[—10°;10°] ou 2-(.:12—|—e:52)-sin2 g]z—f-b

= 8 =0 car 2-(a2+b2)-sinz[% >0et —/-b<0.

Donc: f(6)= 0pour 6 =0.

L’énoncé donne EF =] donc EF° =1".
Avecl'hypothése f =—6, =0, onaétablique EF° =1" 4+ £ (8).

Ainsi, si I'hypothése 6 = —0, = 0 est vérifiée, cela signifie que 76 € [—100;100] , f(8)=0.
Or f(9)= 0 uniquement pour § =0.Pour 4 =0, f(é’):é 0.

On commet donc une erreur, sif € [— 10% 100] en considérantt] =—6, =6,

Q8. Vérifier que la dérivée de f peut s’écrire sous la forme :

£1(6) = 4sin 9)

4-(a*+5")-sin’ [EJH b
2

[ estdérivable sur 6 € [— 10%:1 Cl”] car produit de fonctions dérivables.

[
2

2-(&2 —i—.bz)-sin2

1
—-COo8
2

2-(a2+b2)-sin2 % +1-b 2-(a3+sz-

2

-

.| sin .

f'(6)=8-2.

+85i112[2}-
2

-

-(ag +b2)-sin (6)

(R e

['(0)=4-sin(6) ]+£-b}+ssm2[§

s

4-(&2 —i—bg)-sin2

2|

£1(6)=4sin (6)
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Q9. Dresser le tablean de variation de fsur[—10°;1G°]. Conclure quant anx valeurs de qui générent le

plus grand écart.

{4-(&3 -i-f:jj-sin2 g]—i—i-b >0 donclesignede f'(#) est celuide sin (9)
Ainsi:
f —10 0° 10
sin (6) _ 0 +
f(8) - 0

(-10) (1)

Tm—

= 0

De plus, f(—#)=8sin’

Z-I:czj —l—bj)-sin3

2.(a? —I—b})-sin3

LY

9. —f 9].
L2 )1 | 2 2/
S est paire. f(—10)= f(10)
Les valeurs #_qui générent le plus grand écartsont § = —10"et & = 410",

9]+£-b]=85i113 g]—l-ﬁ-bI:fI:@] donc

1.2 - Construction graphigque

Q10. Tracer sur de DR le point £ . Justifier les constiuctions
Voir figure 1 page suivante: constructions en Bleun. 6 =0, [AM ] est vertical et mesure 5cm, [ME ] est

horizontal et mesure Zcm.

Q11. Tracer sur de DR le point 7'. Il faudra utiliser le rapporteur imprimé sur le document et justifier les
constructions.

Voir figure 1 page suivante: constructions en Vert.

I' estsitué a l'intersection du cercle de centre D et de rayon 5cm et de la droite passant par D incliné de

6,=—10°

F ' est situé a l'intersection du cercle de centre V' et de rayon 2cm et de la droite passant par N'
perpendiculaire a (DN ')

Q12. Tracer sur de DR le point £ '. Justifier les constructions
Voir figure 1 page suivante: constructions en rouge. :
E 'est situé alintersection du cercle de centre 7' et de rayon 6cm et du cercle de centre 4 et derayon A%

Q13. Mesurer, a partir de la variation de position du point Z , I'angle § et calculer I’écart avec —6,.
Commenter I’hypothése 6 =—6,.

Voir figure 1 page suivante::
A 'est situé a I'intersection du cercle decentre 4 et de rayon 5cm et du cercle de centre £ ' et de rayon Zcm.
On en déduit que pour 8, =—10°, § = +8° soit une différence de 2°, qui ne peut étre négligée devant les

angles misen jeu.
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Partie Il.  Calculs de cinématique

Objectif : Etude de la cinématique du mécanisme.

1.1 - Etude de la fermeture cinématique

Q14. Quel est le modéle de la liaison cinématique utilisé pour toutes les liaisons de ce mécanisme ? Donner

les éléments de réduction du torseur {Vlm} au point A4 .

Le modéle de liaison utilisée est le modéle de la liaison pivot d'axe fP, :,:,] avec P & {A, E.,D, F} sachant que

Y

0 0
L=5=5,. Vel=10 of ,iefo12}.
“ip: O,q,gi

Q15. Déterminer le degré d’hyperstatisme du modeéle du systéme tel qu’il est représenté sur la figure 2.
Commenter la valeur trouvée et expliciter briévement la localisation du jeu permettant de libérer les
contraintes d’assemblage.

Par la méthode cinématique: = 6 —Ic+m.
Soit A =6-1—(1+1+1+ 1)—|—1 car il n'y a qu'un cycle, 4 pivots et une seule mobilité: la rotation en A4

entraine larotationen D. Le degré d’hyperstatisme est donc 4 = 3

Le parallélisme des axes des liaisons pivot imposent 2 conditions géométriques, et le blocage en translation
suivant la direction :_D. est réalisé 2 fois, ce qui impose la 3&me,

Mettre du jeu dans les liaisons pivot en E et Fpar exemple, pour les modéliser par des rotules, permettrait de
lever I'hyperstatisme (i = 6-1— [1 +1+3+ 3)+ 2 = 0 une mobilité étant rajoutée par la rotation de la piéce

2 sur elle-méme permise par les 2 rotules)

Q16. Ecrire les éléments de réduction des torseurs {T/;,g} . {Vg,l} et {T«@m} au point 4 dans la base B en
fonction de a, b, ¢, @ et des inconnues cinématiques.
0 0 0 a-cos(@ )+ 5 sin(6) 0
{Vyu}=10 0t .or VA,3r1=VE,311+EAQ—3n= 0+ |a-sin(6)—b-cos( A | O

Wsy- 0 E By E, 0 B, 0 By Ly

0 [a-sin(8)—b-cos(8)) wy,

donc{Vy,} =1 0 —(a-cos(8)+b-sin(8)) wy,

Wiy 0 in
0 0 2a
{V;’IDJZ 0 Or VA:IDZVDW"“’T’\_:;D.: 04+ |—(2641)A
wy. 0 D5y 5 0 5 0 5 Wy
0 —(2b+1)-wy,
{Vzm}z 0 —2a-wy,
“oo: 0 AE,
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0 0
{Vya}z 0 0 01 Vo3 = Vi ‘|‘Ef\@
T 0 F.5
0 2a—a-cos(6,)—b-sin(8,) 0

I’:a,zra=VF,2:3+(AD+DF)AQQ:3= 0+ [—(26+1)—asin(6,)+5-cos(8,)A

5 0 5 0 5, Wz,

0 (—(26+1)+a-sin(8)+b-cos(8)) wn.
donc{Vy;5} =4 0 —(2a—a-cos(8)+b-sin(8)) wsy.
W, 0
A5,

Q17. En utilisant la fermeture géométrique précédente au point 4, montrer que 1’on peut écrire le systéme
d’équations suivant :

0=0

0=0

wip; T Wy, Twy, —wy, =0

le-way. + (a -sin (@) —b- cos {9])-{4;31: + (—c: +a-sin(8)+b- cos (9))-w23: =0

2a-wy, —(a-cos(8)+b-sin (B}J-wglz —(Za—a -cos(8)+b-sin (6))-wy, =0

0=0

{Vm}"‘ {Van }"‘ {Vlm }2 {Vm}donc {sz3}+ {Van}"‘ {Vlm }_ {Vzm} = {G}
04+04+0—-0=0

04+04+0—-0=0

Wy, T Wy Twyp, —wy, =0

(—(Zb—i-f)—l—a-sin[ﬁjl—i—b-cos[gjlj]-wza: +(a-sh1[€)—b-cos[€))-u131: +0+(2b+1)wy, =0

Ainsi:

—(2a—a-cos(6)+b-sin(6))- wy, —(a-cos(6)+b-sin(8))-wy. + 0+ 2a-wy. =0
0+0+0-0=0

0=0

0=0

Wiz T Wy, +wy, —wy, =0
Or ¢ 548}, le systéme devient - ¢ty +(a-sin(6)—b-cos(6))-wy. +(—c+a-sin(f)+5-cos(8))-wy, =0
2a-wy. —(a-cos(ﬁ)-i—b-sin[ﬁjl]-wm: —(Za —a-cos[ﬁ)-ﬁ-b-sin(ﬁ)]-wzh =0

0=0
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Q18. Montrer que I’on peut mettre ce systéme sous la forme A4-X = B, avec A € M, (]R), que 1’on
Way W
précisera, X =|w,, |et B=| 0
Wap, 0
Wyt Wag, —Wy: =~y
Ce systéme est équivalent a:{(a-sin (6) —b-cos(6))-wy +(—c+a-sin(8)+b-cos(6))-wy, +c-wy, =0
—(a-cos(8)+b-sin(8))-wy, —(2a —a-cos(8)+b-sin(8))-wa. + 2wy, =0

1 1 —1| |wy. g,
Qui s’ écrit sous forme matricielle: | a-sin(f)—b-cos(f) —c+a-sin(f)+b-cos(f) ¢ ||wy. |=| 0
—a-cos(é’)—b-sin(é’) —2a+a-cos(9)—b-sin(9) 2a | |wy. 0
1 1 —1

Ainsi: A=| a-sin(f)—b-cos(f) —c+a-sin(f)+b-cos(@) c
—a-cos(f)—b-sin(6) —Za—l-a-cos(é')—b-sin[:g} 2a

Q19. Calculer le déterminant de la matrice A et vérifier qu’il est proportionnel a :
D=(2-a-b—a-c)-cos(6)+(2-a +b-c)sin(6)—(a +b")-sin(26)
1 1 —1
det(A)=|a-sin(f)—b-cos(d) —c+a-sm(f)+b-cos(f) c|.
—a-cos(é’)—b-sin(é) —2a+a-cos(€]—b-sin(9) 2a
En développant par rapport ala 1% colonne:
det[A)z(—c—i—a-sin[ﬁ)—i—b-cos[é))-?.a—I—c-(?.a—a-cos[ﬁ)—l—b-sin(é’))
—(a-sin( )—b-cos (6 )) [2.:1—Zcz—i-a-cos(!?)—b-sin(é’))
—(a-cos( )+b sm( ))-(c—C+a-sin(9)+b-cos(9))
det(A)=—7a e+ 2a*- sm(é’)—i—"a b cos(!?jl-l-?.a-c:—a-c-cos(ﬁ)-l—b-c-sin(ﬁ)
—[a-sin(é’jl—b-cos(ﬁ))-[a-cos(ﬁ)—b-sin(9))—(a-cos(9)+b-sin(ﬁ))-(a-sin(ﬁ)—i—b-cos(ﬁ))
det( )=7:12-sin(ﬁ)—i—7a-b-cos(€)—a-c-cos(ﬁ)-l—b-c-sin(é)
( cos 9)—a-b-cosg(9)—a-b-sin ( )—i—b‘ sm(ﬁ) cos( ))
( -cos(8)+a-b-sin’(8)+a-b-cos’ (8)+5" -sin(8)- cos(# ))
det(A4)=(2 a?—H) c) sm[ 6)+(2-a-b—a-c)-cos(6) —2(a +b°)-sin(6)-cos(6)

Ainsi: det(4)=(2-a-b—a-c)-cos(6) +(2-a’ +b-c)-sin(6) —(a’ +b’)-sin(26) = D

Q20. Montrer, al’aide de la figure 3, que ce systéme a une unique solution pourf € [— 10“;10“].
det (A) ne s'annule jamais sur l'intervalle 8 [— 10”;1()”] ,donc A4 estinversible.

Ce systéme a donc une unique solution sur # [— 1071 00] .
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1.2 - Analyse du tracking vidéo du mouvement d'un lézard.

Q21. Démontrer que ¥, =t —7~.

V——Z (£,—F), donc: V_iZ(:f—zri-F—r_?)

1< 1 N [N
=N —2. 2N P+ =NTT
=t*—2.7 ii:wrr‘? 121
n i=l i n i=1
P ar Tl y=PLF?
n i

Q22. Démontrer que Cov[f,é‘):&—r 8.

n

Cov(t,0)= EZ(;{ —7)(6,—8),donc:Cov(r,6)= li:

—_—

t-6—7-0—t-0+F-8)

L =) nl-=1
1 1< —

== (t,-6,) G )—=» [t-8)+=> |t-6

Z H; !:l M’i:l(i :l H’i:l( :l
a3y () ks ) F AL

nig nig na
G -T BB T4+TB-2n Cov(t,6) =6 ~7-8
I}

Q23. Calculer les deux dérrvées partielles d’ordre 1 de lafonction e.

n Be[u,m) 32 —uf—v

V)= g —u-t —v) ,donc:
e(u,v) ;(i u-t. —vJ ,donc o o

j i 1& 2 1
—-2n{ 13 300)-23 )23 )
g g i=l
IS AL S SN o
L - i=1
83(”’1):—211-(§—u £—v.f
du

e, Union des Professeurs de Sciences et Techniques Industrielles Poge 9
il ©UPSTI - Toute reproduction interdite sans l'autorisation de I'UPSTI sur 18



CCINP - TSI -Modélisation Etude d’'un Robot Lézard Session 2023
Be(u,v) dz Tt =) Oe(u,v) I-0(6 —u-t, —v)g
, donc; =Z
v v ov o ov

1 1< 1
23015 )- 15
i=l nig g
— 1¢ 1
=—2n-10 —u —Za}—v-—Zl
] nig
de(u,v — _
( ):—M-(H—a T—v)
8.‘.
Cov(t,8) — Cov(t,8) _
Q24. Vérifier que les coordonnées de celui-ci sont ov( },9— ov[ J t
4 i
Cherchons le point critique de la fonction e
—Be(u,v)zo & —2&-(&—;{-?—1}-1‘_):0
du
= Ot —u-t* —v-I=0
ae(u’”:ﬂ = —2n-(§—u t—v)=0
v
& 6 —ui—v=0
Be(i,v) Belu,v Ot —u-f —v-F=0
e‘(u v), .(u ») 2(0,0) - ‘ u v
Ou v 0 —u-T—v=0
B —u -t — g—u-a‘_) F=0
@ b —
v=@—u-t
0 —u-(£*—F2) =8 F =0
@ —
v=0—u-t
6 —8.F
==
< - £ -7
v=80—u-f
Cov(t,8)
=
7
= )
— Cov(t —
v=~60— ov(t,6) t
7
o : g Cov(t,8) — Cov(t,8) _
Ainsi, le minimum de la fonction e a pour coordonnées (m,p)z > 0= > -E.
i i
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Q25. Faire I’application num érique pour net p , on pourra arrondir aux valeurs entiéres.

F_ g .7
%etpzﬂ—m-r.

£

On reprend les résultats intermédiaires de la question précédente: m =

o . 1.03—-0.4-0.25 1.03-0.1 0.93 03 .
Application Numérique: m = = = = soit m = 45
0.084—-0.25-0.25 0.084—-0.0625 0.0215 2.15
p=20. —45.0.25soitp=2 0.4—11.25 soit p =2 —10.85

Q26. Déduire de la question précédente la valeur de w,;. constante permettant de copier le mouvement du

lézard de lavidéo.
La régression linéaire a permis de modéliser I'évolution de I'angle # en fonction dutemps? : 8 =45 t—10.85

ag . .
Ainsi, wy, = —— S0t W&y, =45"/s0u wy, =0.75rad /s .
ar

Partie IIl. Dimensionnement des moteurs du robot

Objectif : Etude du dimensionnement des moteurs du roebot afin de permettre I'ascension d'une paroi verticale.

. . ; . = N - — ) dw
Q27. Déterminer la résultante dynamique R;.;en projectionsur x, et y, en fonction de my, wyy,, %,
5 : ) t
Xg, et de yg .
7 —
ar, —— |dDG
_ G,,2/0 . . .
Ry =my-Lg op,or I o= : et Vg 5p = < | car G, appartient physiquement a 2.
b ol e -
0
a _'YG; -.1'2 +.}’G: '_}"2) { C.'lr.":’: . C.'lr_}"g ) ':;xg ‘ C-':r_}"j ) 9 — ) 9 -
Vo0 = r =X\ e || T e | Ve || T e Vg 0N
o ar tloar a Yl a T oar ’ !
. 0 0 0 0

(d'aprés les figures de passage dela Q1).

d (-"G_. 6y =G, -0, '-"3)

I‘ e
G200
! dt

= _[:n}!G‘\, .9.2+:!:G_\. '9‘5)-;—’—[:‘1:6: -9‘2 _n},G‘\, .9.22).‘_-2

,-.r.. 3 S
N s | RO - -
Ainsi: Rd,gm ZF?%'[_ e, +-‘~G} 'Mn;]'-‘z +|- ;
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—_— — dr-

Q28. Déterminer la projection du moment dynamique 0z, sur =, en fonction de m, J,, wy., %,a .

b,xg et de Ve, -

Le moment dynamique & ., est défini par: §; 55 = % 11y Vg AV, o -
0

Le moment cinétique 0., est définipar: o5, = [I]F,’ g Ty FG, AV g -

FG,=FD+DG,=—a-x,+b-y, +xq X, + g ;=55 —a) 5, + (g +b)- 3

. . (4DF| _[dlem-b) — -
Vean =Vip = e " = Q- Wy, V¥, Th-wy. -x, car F appartient physiquement a 2.
0
IG.' —a b'{‘JED:
FGyANVean = |Vg TO|\N  |a-wy. 2((~IG; —a)-a-wzn: _(.}’G‘. +b)'b'wzu:)':u
B 0 B 0
[I]F’J ﬁ_ —F B D 0 =|=D-wy,
_E _JD Jg Bg uLJj = Bz Jz 'wzn,_ B‘z
—E g,
Oran = D-wy,
Jywyy, ((IG —a) a-Wyy. (yG: +b) b wzn—) .
. d0gp — —— | = |dOgy| — e N T
Donc: ‘5!-“,2.1’0 T T gy Ve AVg o |50 = dll ~0 +(m2 Ve AVG;,EID) et =5,
0 1]
— =, 4y Xg —a)-a f—my-|yg +b)-b-—2
o 0=+2 > ( G, ) 7 ( G, ) o
bwy, Vg, " Wa:
Ven NVgon = |@ oy, | Xg, "Wag
sl 0 :, 0 . (b-xG} +a-yg )-w%:
lvient: & .~ W, Ay, dwny,
Enfin, il vient : 5F,3:u'~u=J3'?+”%' (xc - )a .:i.t —( a —|—b) b- .:i.t —I—(b X ta-yg ) Way,
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Q29. En déduire les éléments de réduction du torseur dynamique simplifié de {Dm } au point 7 dans la

base B;.
0 Le
Montrer qu’il peut s’écrire sous la forme {Dm}z 10 Me et préciser 'expression de J,_,.
dw,
0 J, L0
dt F.B,

Les expressions de Le et Me ne sont pas demandées.

Py - dw - 2 2 dw ~
Comme x; =y, =0, R, =0et 6,,5-55=1,- dfl — iy - [{I' +b° ’]-%
Le Le
Ainsi, { D, } =10 Me qui peut s écrire: { D, } =10 Me
Ay Ay
f L lidqn . [
(J,, —m, -a” —l—bj))- 2 J,. =0
2 2 ) o= )
ar F.B at F.Ey

en posant J, , =J, —, f\-f:!j —|—bj).

Q30. Aprés avoir isolé la piéce 2 et fait le bilan des actions mécaniques extérieures, déterminer le systéme
de 6 équations issu du principe fondamental de la dynamique, au point D, projeté dans la base 5;.

J'isole la piéce 2.

Elle est soumise a:

X Ip
Action de la piece O sur2en D : {TD_Q} =11 Mp
ZIZD 0 DB,
0 0
Action de la pesanteur sur Z en D : {Tpg:_g} =1—ny,-g 0
0 0 DB,
0 0 0
Action du moteur entre3 et 2 en F : {TMM_E} =40 0 =40 0 car c’est un torseur Couple.
0 ﬂm F B, 0 Cm DER
0
) 0
E .y J’ 1 L"—":-‘l:‘»l
Actiondelapiece3sur2en ¥ : {I;_,y=y—F—m-—= 0
- dt
0
0
.5
Ecrivons ce torseur au point D.
My, ,=M;, ., +DFAR,_,

Enreprenant les résultatsde la Q3 avec —, =0 :
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0 —a-cos(8)+b-sin (8)
Mps .= |04+ |a-sin(f)+b-cos(6) A —P—m-j=
0 0 ) , dv
B 5 0 (a-cos[ﬁ) —b-sin[é’jl)- Ptm-—=
A dt
By
0
0
av,
Donc: Action de la piéce3 sur2en 7 : {T3_2}= 1—F—m- .:i.a: 0
. dv,
0 (a-cos(ﬂ)—b-sm(ﬂ))- P+m-—L
dt DB
0 Le Le
{Dm } =40 Me =40 Me car c’est un torseur Couple.
0 dwy, 0 dwy,
g2 Cﬂ' . g2 Cﬁ' -
J'applique le Principe Fondamental de la Dynamique a 2, en D dans R; supposé galiléen.
Xpp+0+0+0=0 (1)
dav,
Ym-l——%-g—i-ﬂ—P—m-d—;:O (2)
Zyp+0+04+0=0 (3)
1L, +0+0+0=Le (4)
My +0+0+0=Me (5)
dv d
0+0+C,, +(a-cos(8)—b-sin(8))-| P+m-—=| =1, i (6)
\ dt dt
Q31. Démontrer que I’on peut alors écrire :
: dwny, dway,
Cm—i—(a-cos(ﬁ)—b-sm(ﬁ]) R +F|=J,, “o0 (1)
dt “odt
: : dv, Aoy
L'équation 6 nous donne: Cm—i—(a-cos(ﬁ)—b-sm[ﬁ))- P-i—m-d—&: =Jop ci;
av dw ) dw dw
Or v, =a-w,y,donc —~=a-—28 Ainsi, Cm+(a-cos(8)—b-sin(8))-|m-a - —== +P]=J , 20
3 20z ¢ df ( ( ) ( )] lﬁif L Cff
Q32. Donner les développements limités a ’ordre 1 des fonctions cos et sin en 0.
cos(#)=1+o0(f)etsin(f)=6+0(8) eno.
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Q33. En déduire que 1’équation linéarisée a résoudre en alors :

)

((b'g_a)'m'a"i_vr,qg)'—i;f'+(ﬂ—b'9)'P+CﬁI:U. (2)
dw dw
Cm+la- @\—b-sm(@))-|ma—2=4 Pl=J . 20z
m (CI COS( ) S]Il( :l) m-a Cﬂ— ] eq2 Cﬂ.

2

ag, .. . .
, I'équation devient :
f.

[

Avec les résultats de la question précédente, et sachant que 6, = —6 et w,,_ =

2

de d°0
—m-a- e +P]= —Jog2 3

Cm+(a—b-6)-

dr
. d’e de
Soit cm_(a—b-a)-m-a-FJer-Fﬂa—b-a)p:n.

-

N d-0
Ainsi: ((b-8—a)-m-a —|—Jﬁ?2]-?—|—(6 —b-8)-P+Cm=0

[

Q34. Montrer qu’on peut écrire [:b-é'—a)-m-a—i-qug 7 J o —m-a’maispasa—b-6 = a.

L'énoncé nous dit qu'on peut négliger une grandeur dans une somme a condition que la valeur a négliger soit
inférieur a 5% du reste.

Deplus, J,,, —m-a’ =9-10""kg-m’, m = 0.25kg ,a=0.05m et b= 0.02 .
Ainsi, (b-0—a)m-a+J,,=b-6-ma+J,,—ma.

l 1
Orb-8-m-a=0.02 -%-0.25 0.05 = %-0.000125 — %-125 1076 ~ 512 10°~4.17-10".

i

De plus: 5%: —m-a?)=0.05-9-10—4=4.5-10—5.

a2
On peut négliger b@ma devant Sog2 — M a’ et on peut donc écrire
(b-6—a)m-a + Jog2 7 T —m-a’
] ] ] 2 ].
Par contre, b-6 = 0.02-—— = —-0.01 = —10~ =~ —10~ & 3.3310°.
18 9 9 3

Comme35%-a@ =0.05-0.05 =0.0025 = 2.5-10°, on ne peut pas négliger »-6 devant a, et_on ne peut donc
pasécrite s — b 8=~ a
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Q35. Simplifier en conséquence 1’équation (2)et vérifier que 1’on obtient le systéme de Cauchy suivant :

J,q-ﬁ—b-ﬁ-P:—a-P—Cm
ar’

16(0)=0°5"" (©)

8(0)=—10°= ——rad
18

) d’6 _ d'o
(—m-a +J, ,,)-—,,+a.-P—b-6‘- P=—Cm soit: J -——b-0- P=—a-P—Cm.
' L dr “dt
De plus, on veut réaliser 'ascension d'une paroi en imitant le mouvement du lézard. La partie I1.2 nous a permis

de déterminer que le lézard impose, au début de son mouvement, § = —10° et une vitesse nulle.

Ainsi, on peut définir le systéme de Cauchy suivant : 4 9( 0)=0° s

6(0)=—10"= ~ " rad
18
’b- P n+a- : :
Q36. Résoudre le probléme de Cauchy(C). En posanta = P et K= % , on écrira la solution
eq ’

de (C) sous la forme de 1’équation (3). On précisera les expressions de k; et &, en fonction de X .

0(t)=k-e” +k, e+ K (3)
d'e de b-P . P+C
L'équation différentielle est J,, ——b-0-P=—a-P—Cm,on—5————0= _aPrtm
dt da- J, oy
2 P 2
L’équation homogéne est — ,E? L =0 ou d f —o’-0=0

ey T
ar u"eq

L’équation caractéristique est donc 7#° —a’ = 0 et ses solutions | =o et I, =—a réelles.
Les solutions de I'équation homogéne sont donc de la forme: 8(f) =k, e +ky-e™™, avec (k,k, ) € R’

Le second membre est constant, on cherche donc la solution particuliére sous la forme d'une constante :
b-P a-P+Cm a-P+4+Cm

v = S ETEM Gonc q.-:L: -
J b.-P

£q £q

Les solutions de 'équation différentielle sont donc 6 (t )=k, -e* + k,-e ™ + K, (k,F, ) € R’

E?P [f)z v et—

De plus: 9(0):0"‘-(1 or Hl'i‘] =k -ae” —k,-ae et 6"['0:]:k1-a—k2 -a, donc (K —fc'j)-cr =0

y m

6(0)=-10"=—
‘ 18

rad or8(0) =k +ky+ K

1|7
"%—12"%-2 "%-12-'%—3 klzkg klz—? E+K_’]
a=0,donconai g L E_ﬁ T r{_-[:} 1 ,—r+€]-{:} dl
—— =kt i+ —— =2k =——|—] B
g ! 18 ! b 218 by =—= ——|—K]
- 2 118
La solution du probléme de Cauchy (C) est donc: 9[1‘) = —%[ ; + K']- [em 4™ )—i— K.

e, Union des Professeurs de Sciences et Techniques Industrielles Page 16
il ©UPSTI - Toute reproduction interdite sans l'autorisation de I'UPSTI sur 18



CCINP - TSI -Modélisation Etude d’'un Robot Lézard Session 2023

Q37. Veérifier que 6(t)= % est équivalent a1’ équation (4).

1 , 1
—{K+E~gw+x—1Fmﬁ{K+i=w )
2 18 18 2 18
1 7 .
fo)z——-[l—I-K]-I'em—I—e‘“’)—i—K
‘ 2 (18 \ ,
Donc S'lfszi = _l. 14_{] (2% 42 “*)4_3’:1
T 2 (18 18
& |4 k| (e e 42620
18 18
&  —|=+K M—wi+x]ﬂ’z-x—ﬂ-=o
18 18 18
& Lt ﬁﬂ——£+£}é“+z-x—3-kmeﬂﬂ=0
L].S \ 18 18" ]
& e“-—1+KW&“{1+K44-K—1%ﬂ=n
18 18 18
e =0, donc 9(3‘)=i¢} 1 F 4| g +[K—1 gnf_l[g+i —0
ST RS T 18 2 18

Q38. Justifier que 1’équation (4) obtenue admet des solutions réelles si et seulement si Cm <=—a-F .

On pourra poser X =e®

Posons X =e®. L'équation (4) t;levient:—l[K-l-i X+ K—= X—l ?—i-l) =0
21 18 18 21 18
Calculons A :
i : ]. [ ’
a;=x—1-—4[[x+l
\ 18 21 18
— K_E]j “|k+Z 2
| 18) | 18
. 2 . . -
==KQ—_K-H+-Wﬁ—wK‘+ZK-T+F:
8 18 18 18°
A=—4K8-=
18
L'équation (4)admet des solutions réelles si et seulementsi A>0 = K<0
a-P+4+Cm ~0
b-P

o a-P+Cm<0carb >0 et P=0
Ainsi, I'équation (4) admet des solutions réelles si et seulement si T < —a-F .,
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Q39. Cette condition étant vérifiée, exprimer les deux solutions X, et X', en fonction de X .

gL+, |—2x.C G f—zx-i
A >0donc X, = 18 2 et X, =— 18 )
\ 18 | 18

Q40. En faisant une application numérique, montrer qu'une seule des deux solutions peut comrespondre a
’étude.

De grandes approximations peuvent étre effectuées. On donne In (2) 7= 0.7 . les moteurs choisis ont un

couple maxima,llC'm‘ =0.2N.m

a-F+Cm
K= +avec Cm<—a-FP.a>0et P>0,donc Cm =—0.2N.m
- P
. .. 0.05-0.25-10-0.2 05:025-0.2 0125-0.2 —0.075 —7.5
Application Numérique: & = = = == = =—1.5
0.02-0.25-10 0.2:0.25 0.05 0.05 5
1::3 3 r:;l::z().167
18 18 o
K+ 1540167 ~—1.343
18
K- _15-0.167 ~—1.667
18

\/—m’-‘gi r_sz-l.S -% 205 = =1

Ainsi: X, 1.667 +1 -~ 2.667 ~2et X, o 1.667 —1 4 0.667 -
1.343 1.343 h 1.343 1.343
Oor X =e* avec a>0 et # >0 donc e* >1donc X >1.

On en déduit que X, ~= 2 est la seule solution correspondant a I'étude.

0.5.

In(2)
o

: 0.02-0.25-10 2-25-10 10 10-2.25
a= |—— . Application Numérique: o :\j :\j = J‘i_ m——— 210075 = 7.5
3

]
I 0.10

e*" = 2donca -t =In fl) donct =

o>
o

foes Edonc t=0.1s.
7.5 N %

Q41. Les moteurs choisis permettent-ils de respecter le cahier des charges ?
L'exigence impose que l'instant ¢ a partir duquel 8z ) —10°= " rad doit &tre inférieur  0.5s.
‘ 18

t == 0.1s doncl exigence est respectée.

e, Union des Professeurs de Sciences et Techniques Industrielles Page 18
il ©UPSTI - Toute reproduction interdite sans l'autorisation de I'UPSTI sur 18



