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Arthromoteur, Attelle de mobilité passive continue

du genou
Corrigé UPSTI

I Mise en situation et problématique

I.A Présentation générale
I.B Contexte de I’étude

I.C Génération de la consigne de mouvement du genou pour le protocole de la rééduca-
tion des ligaments croisés

- Objectif
Montrer que les informations de réglage fournies par le thérapeute ou le patient sont suffisantes pour établir
une loi de consigne angulaire du genou conforme au protocole de la rééducation des ligaments croisés.

Question 1 Montrer que les informations de réglage fournies par le thérapeute ou le patient permettent
d’établir une loi de consigne angulaire wg.(t) conforme au protocole de la rééducation des ligaments croisés.
Pour cela, exprimer les durées T et t; en fonction des quatre entrées du générateur de consigne angulaire du
genou.

On donne 0;, 0, wo et égmc = constante.

e Lors de la phase d’accélération (constante), on a :

wo wo
Ogme = — donc |t = =——
1 9gmc

e Une flexion complete de durée T" produit un déplacement angulaire :
T
O —0; = Jy wq(t)dt
Cette intégrale peut étre interprétée comme « l'aire sous la courbe » de vitesse, ce qui donne 'aire d’'un
trapeze de hauteur wy, de grande base T' et de petite base T'— 2¢; d’oti :

Or — 0,
Qf—ei:(T~t1)w0 donc T = / Z+t1
wo

0, — 0,
soit T:er..w—O

wo gmec

On peut bien déterminer tous les parametres de la loi de mouvement a partir des quatre données.

I.D Vérification de la configuration standard de la carte de commande de ’arthromoteur
automatisé

- Objectif
Vérifier que la configuration standard de la carte de commande de ’arthromoteur automatisé est capable de
suivre la consigne 6,4.(t) pour que le mouvement angulaire du genou 6,(t) soit conforme aux exigences de la
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rééducation.

Question 2  En analysant les écarts avec les exigences 1.2.1 et 1.2.3, expliquer en quoi le réglage par défaut
de la carte de commande de I’arthromoteur automatisé n’est pas acceptable. Argumenter avec des comparaisons
quantifiées.

— T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
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Figure 6 Essai réalisé avec I’arthromoteur automatisé
dont la carte de commande est paramétrée par défaut

e 1.2.1 n’est pas respectée : par exemple, a 'instant ¢t = 18s, I'erreur vaut ’5(18) ~4° > 2°

80 — 40
e On vérifie que la vitesse de consigne, quand elle est constante, vaut wy = 66 — 4°s7t =4 %60 =
240°.min~1
) , 77.5 — 40 _1 o1
La vitesse réelle pendant cette phase vaut : wyge; = T = 3.75°.s7 = 225°. min

soit une erreur de wy — wreer = 15°.min~t > 5°.min~'. 1.2.3 n’est pas respectée.

II Modélisation fonctionnelle de la structure de la commande angulaire
du genou

II. A Modéle de connaissance linéaire de D’attelle articulée

- Objectif
S’approprier I’environnement matériel en analysant la structure de la commande angulaire du genou de l’ar-

thromoteur.

Question 3 A partir des éléments explicatifs sur le fonctionnement de 1’arthromoteur et de son diagramme
BDD, identifier les constituants repérés de 1 a 6 ainsi que les flux 7 et 8 dans la description chaine d’informa-
tion/chaine de puissance.
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Figure 33 Chaines d’information et de puissance de ’arthromoteur automatisé

III Détermination des parametres caractéristiques de la carte de com-
mande angulaire du genou

III.A Modeéle de connaissance linéaire de ’attelle articulée

- Objectif
Déterminer un modele linéaire du comportement cinématique de l'attelle articulée.

Question 4  Donner 'expression de I’angle du genou 64(t) en fonction des angles 63(t), 04(t) et as.

. s Vs “70
7, Y4
L

Par fermeture angulaire dans le plan de normale

z_o>, on obtient :

72, 10) + (20, 73)) + (T3, 73)

7 D'ott [0y = —64 + 65 — a3

2o O 04

Question 5  En exploitant la relation de fermeture géométrique de la chaine fermée de liaisons et de solides
{0-1-2-3-6-0}, déterminer l'expression de A(t) en fonction de l'angle 65(f) et des parametres géométriques
constants Lo, L3, Lg, h et hg.

Onalafermeture:OOl—i—Cﬁl—i—ﬁ—&—B?:ﬁ

. —
soit —Lozd + hyd + AT + hoyl + Lgaz + Lezé = 0
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En projection sur 75 et %, on obtient :

70 ¢ —Lo+ M+ Ls cos(03) + Lg cos(bg) =

70 ¢ h+ho+Ls sin(03) + Lg sin(fg) = 0

En sommant les carrés des termes en Lg, on obtient :

L2 (cos®(6s) + sin(06)) = (—Lo + A + Lz cos(03))? + (h + ho + Lz sin(63))?
=1

donc —Lg + A+ Lz cos(f3) = j:\/—(h + ho + Lssin(03))? + LE

et |\ = Lo — L3 cos(f3) — \/—(h + ho + Lz sin(63)) + Lg

On grade le signe négatif devant la racine car en 63 = 0°, on observe que A < Lo — L3 donc le 3éme terme doit
étre négatif.

Question 6  Donner le systeme de deux équations liant
et b minimisent Q(a,b).

Ghkciin? )\kke[l apr O €t b et traduisant le fait que a

oQ
9a "
On a :
oQ
Y
Or @:i@mi—m(e =) :zaixg—zzﬂywkmbzﬂjxk
da = ! = Y k=1

et a—Q:Z(2b—2(09k—a/\k)):an—QZegk—i-%Z)\k

k=1 =il k=1

0=ad A= Mebgr +0> A
k=1 k=1 k=1

Ainsi :

0=bn—> Og+ad M
k=1 k=1

En divisant par n, on obtient le systeme : { 8 Z)\ ggk)\j_egi : bk g;

n
en notant Ty = Z xj la moyenne.
k=1
Question 7  Donner les expressions de a et de b solutions du systeme d’équations défini précédemment. a
et b sont fonction de n, de ngke et de )\kke[l nl

(2) = b= 04, — a)\;, donc en substituant dans (1) :

0= )% — Mellgr + (Ogk — ade) A

Nl — O
- 2
A - ()
d’oti :
MOy — O N —
b—ng— kYgk ikaAk
- ()
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n Z AkOgr — Z O gk Z Ak
k=1

k=1 k=1

a =

n n 2
2
Ce qui donne avec les notations imposées dans 1’énoncé : ; Ak (; )‘k)
=1 =1

et b—1<29gk—az)\k>
" \iz1 k=1

Question 8 Ecrire en langage Python une fonction Sum__Li(Li) qui prend en argument une liste Li de
nombres a virgule flottante et qui renvoie la somme des termes de cette liste.

Ecrire en langage Python une fonction Sum__Li_2(Li) qui prend en argument une liste Li de nombres a virgule
flottante et qui renvoie la somme des termes au carré de cette liste.

Ecrire une fonction Sum_ X Y (X,Y) qui prend en argument deux listes X et Y de nombres a virgule flottante,
de méme longueur et qui renvoie la somme des produits xj - yx avec z et yi les termes des listes X et Y.

def Sum_Li(Li):
S = Li[0] # Li n’est pas vide
for k in range(l,len(Li)):
S += Li[k]
return S

def Sum_Li_2(Li):
S2 = Li[0]%x%*2
for k in range(l,len(Li)):
S += Li[k]*x*2
return S2

def Sum_XY(X,Y):
SXY = X[0]*Y[0]
for k in range(l,len(X)):
SXY += X[k]*Y[k]
return SXY

Question 9  Ecrire en langage Python une fonction red_lin(L,T) prenant en argument les listes L et T
retournant les valeurs de a et de b définissant la relation 0,(t) = a - A(t) + b.

def reg_lin(L,T):

n len(L)

a = (n*Sum_XY(L,T) — Sum_Li(L)*Sum_Li(T)) / (nxSum_Li_2(L) — Sum_Li(L)x*x%2)
b = 1/n*x(Sum_Li(T) — a*xSum_Li (L))
return a,b

III.B Modélisation, identification et réglage de la boucle de vitesse

- Objectif

Déterminer et valider un modele de la commande en vitesse angulaire du moteur de I’arthromoteur.
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ITII.B.1 Modele de comportement dynamique de la boucle de vitesse de ’arthromoteur auto-
matisé

Question 10  Réaliser l'inventaire des puissances des actions mécaniques extérieures et intérieures a l’en-
semble ¥ qui a permis d’obtenir 1’équation (1). L’expression des puissances est demandée et les justifications
apportées doivent étre claires et précises. L’inventaire doit étre réalisé soigneusement de maniére a distinguer
nettement les puissances extérieures et intérieures.

Puissances intérieures :

e liaisons parfaites, | puissances nullcs‘

e frottements visqueux : P = Cy.wy, = | — fo-w2, | car ils sont rapportés sur I’axe moteur

e frottements secs : P = | Cgec.op, | (idem)

Puissances extérieures :

e moteur, P = | Cy,.wpm,

e pesanteur sur le patient : P = | Cpes.wp, | car elle est rapportée sur I’axe moteur

e pesanteur sur les pieces : ’puissances nulles‘ car les masses sont négligées

e liaisons avec le bati,

puissances nulles‘ car liaisons parfaites

III.B.2 Identification des grandeurs caractéristiques de I’ensemble moteur

- Objectif
Déterminer un modele de I’ensemble moteur et identifier ses constantes en I’absence de la cuisse et de la jambe
dans un premier temps.

Question 11  Ecrire 'équation (1) en régime permanent dans les conditions matérielles N°1 et déduire de
la figure 14 la valeur numérique du coefficient de frottement visqueux f, et du couple de frottement sec Clec.

On a:

dwpm (1)
dt

Jeq . - Cm(t) - fv " Wm(t) + Csec + Cpes

d% = 0 (régime permanent)
Cn(t) =kt - i ; Cpes = 0-(pas de jambe)

et Coee = — Koo car wy, > 0 lors des essais.

1
d’Ol\l ’im, == *(fv cWm + Ksec)
ki
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Figure 14 Intensité i,, en fonction de w,, en régime permanent

On identifie une fonction affine d’ordonnée a l’origine 0.12 A et de pente % =10"% Asrad™!

Ksec
ki

d’ou

et % =10"* donc f, = 0.0256 - 107* d’ott | f, = 2.6 - 1075 N.m.s.rad

t

= 0.12 s0it Csee = —Kgee = —0.12 - 0.0256 d’ou LCSGC =-3.1-10"% Nm

Question 12  En considérant les conditions initiales nulles, déterminer I’expression de la fonction de transfert
Qi (p)
In(p)
Dans les conditions de Heaviside, sans frottements secs et sans jambe, ’équation (1) donne dans le domaine
de Laplace :

Jeqmot P Qm(p) = Cm(p) —fu- Qm(p)

du moteur H,,(p) = de l'asservissement en vitesse du moteur.

——
kt-Im (p)
Qm(p) ki
d’ou | Hy,(p) = =
" <p) Im(p) Jeqmot P + fv
Q
Question 13  Donner 'expression littérale sous forme canonique de la fonction de transfert H,(p) = O m((p))
cm p
en fonction de K, Jegmot, bt et fo.
Q K,H, K,k
La formule de Black donne : m(P) = pHm(p) = pt
Qem(p) 1+ KpHp(p) (JeqmotP + fu) + Kpky
Ky ki
K,k
don | H, (p) = —Jvt ke
1+ p Jeqmot
fv + kat
Question 14  Déduire de I'essai figure 17 la valeur numérique de I'inertie équivalente Jegmot-
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Figure 17 Vitesse de rotation du moteur pour une consigne en échelon de vitesse de 285 rad-s*

La réponse peut étre modélisée par un systéeme d’ordre 1 de constante de temps 7 = 40 ms

Je , f
d’o : R +‘”;("tk = 7 50it Jegmot = 7(fu + Kpkt) = 40 -1073(2.6 - 10 ¢ +9.4- 1073 - 0.0256)
v pht

Jeq’rnot =97-1073 kg.m2

Question 15  Déterminer I'expression de J,q en fonction de Jegmot, ma, Ky et K. Montrer que Jey = Jegmot-

Pour le systeme complet 3, ’énergie cinétique vaut :

1 ) )
E.(X/Ry) = §(Jeqmotw72n +maA?) avec A = Kyw, = K K W,

d’ou : EC(E/R()) = (Jeqmot + mngKz) w?n

Jeq

2
L (5-107°
: 2K2| e[ =] ~107°
AN [my KK | =049 - ( o ) 10

Question 16 Proposer les conditions matérielles (N°1 ou N°2) ainsi que le protocole de mesure (N°1 ou
N°2) d’un troisiéme essai qui valideraient les hypotheses Csec.moteur = 0 €t fy attetie = 0. Justifier brievement
ce choix, reproduire la figure 18 sur la copie puis compléter pour résumer les conditions de mise en ceuvre de
I’essai retenu.

DO =

On peut conserver le ler protocole de mesure qui nous a permis de déterminer Cl.. et f, mais cette fois sans
attelle (condition N° 2) pour vérifier qu’on obtient bien une loi linéaire (et non plus affine : Cseemoteur =~ 0 )
de méme pente (fv = fv.moteur + 0)
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Conditions matérielles N°2
Attelle en mouvement Non Jambe et cuisse posées sur I’attelle | Non
Boucle de vitesse connectée Oui Boucle de position connectée Non

Protocole de mesure N°1

Figure 18 Résumé des conditions de mise en ceuvre
d’un essai de validation de Cy. oteur = 0 €t fy atterle ~ 0

III.B.3 Détermination des grandeurs caractéristiques du couple résistant di a I’action de pe-
santeur

- Objectif

Evaluer le couple équivalent rapporté a I’axe moteur dii a ’action de pesanteur exercée sur la jambe et la cuisse
puis compléter le modele de ’ensemble moteur en conséquence.

Question 17  Déterminer 'expression de 7(;],’3/0 T4 Vs Uy 7o

en fonction de Ly, Lj, 94, 6’3 et de vecteurs unitaires
du paramétrage.

d—— d
7@,3/0 = @Chcj . %(_Lcul_ﬁ — L;T%) .
7(;].73/0 = —Lcu94@i — Ljégy_§ (en effet, O3 = eg car

a est fixe)

Question 18 Exprimer la puissance Ppe,_,3/9 de
I’action mécanique de pesanteur sur 3 en fonction de
M;, g, Lj, Ley, 03, a3, 04, 04 et 03.

Ppes—3/0 = (—Mjg%) . 7@,3/0 car on est au centre de gravité.

Donc | Ppes—3/0 = Mg (L6u94 cos(04) + Ljég cos(03 — ag))

Question 19  Exprimer Py, en fonction de 63, a3, 04 et wp,(t).

99 = a\ = aK,Kyw,, donc Ppes = (Kp3 - cos(b3 — az) + Kpa - cos(04)) aKy Kpwp (t)

Question 20 Donner la valeur de 63 et celle de 64 pour lesquelles la valeur absolue du couple Cjes est
maximale.

Ppes = Cpeswm (t) donc Cpes = (Kp3 - cos(b3 — az) + Kpa - cos(04)) aK, K,
Ce terme est maximal si cos(f3 — a3) et cos(f4) sont maximaux car toutes les autres constantes sont positives.

On voudrait donc avoir 4 = 0 et 3 = a3, ce qui n’est pas possible dans les intervalles disponibles. On s’en
approche le plus possible en choisissant les bornes de l'intervalle :

03 = 23.8° et 04 = —30.35°

Remarque : on peut justifier graphiquement ce résultat, il faut que le bras de levier de la pesanteur soit maximal
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au point A et donc que la jambe soit dans une position la plus proche possible de 1'horizontale.

Question 21  Conclure sur la validité du modele de la commande en vitesse angulaire du moteur en analysant
Pécart simulé-mesuré. Par ’analyse de 1’écart mesuré-souhaité, justifier que le correcteur C,,(p) choisi par défaut

ne convient pas. La réponse apportée doit étre argumentée et s’appuyer sur des criteres clairs et précis.
300 T | | T | |

280

T 107

0.95 x 250 = 238rad.s 1]

N
v

w,, (t) enrad -s!
[u—y
S
S

J—
o
(an]
A|I|I|I[[|I|I|I

T N I T T N TN N TN IS Y N |

T T 1T

~
=~
Y

—_— Mesure de w,,

T
Y

- w,, simulé

[\~
(en]

Consigne w,,, = 285 rad-s !

0 | | | |
50 100 150 200 250 300 350

Temps en ms

o

Figure 23 Mesure sur systéme réel et résultat de
simulation pour une consigne de vitesse angulaire en échelon

e [’écart mesure-simulation est tres faible et de 'ordre de grandeur du bruit de mesure : le modele retenu est
valide dans ce contexte.

e L’écart entre la mesure et la consigne donne & convergence une erreur statique g = 35 rad/s ce qui n’est
pas compatible avec I'erreur nulle demandée. — le correcteur n’est pas adapté. La rapidité est cependant
satisfaisante car Trgy, ~ 0.12 s < 0.3 s.

II1.B.4 Réglage du correcteur de la boucle de vitesse angulaire Cvy(p)

- Objectif

Régler les constantes du correcteur de la boucle de vitesse angulaire.

Q 1
Question 22 Montrer que 'expression de H(p) = m(P) peut se mettre sous la forme H(p) = %
Qem(p) 26 . p
1+—=p+ —3

Déterminer I'expression du facteur d’amortissement { en fonction de K, K,,, K; et 7,,. Quelle est I'influence
de K; sur 'amortissement de la réponse a un échelon de consigne de vitesse angulaire ?

Kyp+ K;
Cu(p) = %

La formule de Black donne : gm (p) (Kp P+ Ki) Ko
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1+ Ky
d’ott KiKmp
1+,1+Kme 5 Tm
Rk, VKK,
K
On identifie : 7 = L
n iaentime : 7 KZ»KT”
— = onc wog =
wg K, K., 0 Tm
2& 1+ Kme 1+ Kme
et - =—""—"donc | = —n—F—=—
wo KKy, 5 2V T K K,

Une ’augmentation de K; diminue 'amortissement. ‘

Question 23 A Tlaide de la figure 25, choisir la valeur de K; qui permet a l’asservissement de vitesse
angulaire du moteur de respecter tous les critéres du tableau 3 sans dégrader ’amortissement de la réponse a
un échelon de consigne de vitesse angulaire. Justifier ce choix.
W,(t) enrad.s-1
2

0 -

16 4+t

0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 03 0,35 04 0,45 0,5
Temps en s

Figure 25 Chute de vitesse angulaire du moteur pour un échelon de perturbation de —0,005 N-m

Seules les valeurs K; = 0.11A et K; = 0.13A respectent 'exigence d’amortissement (chute de vitesse < 14

rad/s en norme). On choisira | K; = 0.11 A | qui diminue le moins 'amortissement.

III.C Réglage du correcteur de la boucle de position

- Objectif

Régler les constantes du correcteur de la commande en position angulaire du genou.

Question 24 Déterminer la valeur de K|, telle que la pulsation de coupure wy,, de la F.T.B.O. Hpo(p)

Union des Professeurs de Sciences et Techniques Industrielles Page 11
© UPSTI - Toute reproduction interdite sans I’autorisation de 'UPSTI sur 13

UPST:


https://www.upsti.fr
https://www.upsti.fr

CCS - MP - S21 Arthromoteur, Attelle de mobilité passive continue du genou Session 2024

soit égale & 3 rad.s™.
40 - m o mm e e

|
|
- |
|
|

20 4------- A

Amplitude (dB)

1 I 1
1 I 1
I 1 1
| 1 I
| I [
40 4+ - - - - - - - e o A I

Figure 27 Diagramme de Bode en gain de la F.T.B.O de la commande en position angulaire du genou

On translate la courbe de Gain de AG = 13 dB vers le haut, il faut donc modifier K, d'un facteur K = 1020 =
4.5 ce qui donne donc :

[Ky|=45x 2865 =1.3-10 s~

IV  Conclusion et synthese

IV.A Validation des réglages de la carte de commande

- Objectif

Valider les réglages théoriques a ’aide d’un essai sur ’arthromoteur.

Question 25 Les exigences 1.2.1 et 1.2.3 sont-elles respectées par I'arthromoteur automatisé suite aux
réglages du correcteur de la boucle de vitesse et du gain K, du correcteur de la boucle de position ? Argumenter
avec des comparaisons quantifiées.
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Figure 29 Essai réalisé avec ’arthromoteur automatisé réglé
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e 1.2.1 est respectée : lorsque la position mesurée est la plus éloignée de la consigne, entre 14s et 15s environ,
on constate que les écarts restent inférieurs a 2°.
e 1.2.3 : wy = 240°.min~!
]3 —

38 o
Wmesuré = m =3.97°.s7! = 238°.min~!

L’erreur en vitesse angulaire & vitesse constante est de 2°.min~! < 5°.min~! donc 1.2.3 est respectée.

IV.B Syntheése de I’étude

- Objectif
Conclure sur la capacité de arthromoteur automatisé a étre qualifié pour tout type de rééducation passive du
genou avec les parameétres caractéristiques de la carte de commande déterminés dans 1’étude précédente.

Question 26  Le modele adopté pour le réglage des deux correcteurs de la commande de I'arthtomoteur
automatisé est un modele linéaire. Quel parametre du modele de la figure 26, choisi constant pour cette étude,
est affecté par le choix de 6;, 6; € [—5°,60°] ?

Le choix du dépend de la linéarisation choisie pour la loi de comportement géométrique et donc
de la partie de la courbe Figure 30 retenue dans I’étude, qui dépend de 6;.

Question 27 Citer deux autres grandeurs physiques de la figure 26 qui sont fonction de ce parametre et
indiquer si I’étude effectuée prend en compte cette variation.

Remarque : question un peu ambigué, le parametre de la question est-il le coefficient a ou bien 0; 7 Certes, les
deux sont liés. On considerera qu’on modifie ici 6;.

Pour une plage d’utilisation différente, on va modifier :
e La perturbation de la pesanteur ramenée au moteur : en effet, on a choisit le pire des cas dans nos condi-
tions d’étude, mais le couple équivalent peut étre plus élevé si la jambe est plus tendue (6; proche de 0°,
voir Question 20).
e I,,(p) peut également augmenter, le courant d’entré devra étre plus important pour compenser des per-
turbations plus importantes.

’L’étude présentée ne prends pas en compte cette variation | qui influe par exemple sur la valeur de perturba-
tion de -0.005 Nm choisie, mais qui peut également entrainer une augmentation de l'intensité dans le circuit
moteur et conduire & des saturations.

Question 28  Parmi les deux correcteurs de la commande, lequel aurait son réglage affecté par la variation
de ce parametre ? Justifier succinctement cette réponse.

e Si a est modifié, il faut modifier |le réglage de Cp,(p) = K, | car le gain de la FTBO change et 'on veut

garder la pulsation de coupure a 0 dB réglée Question 24.

e Par ailleurs, si on choisit de prendre en compte également la variation de la perturbation échelon -0.005
Nm mentionnée a la question précédente, il faudra probablement modifier les critéres de réglage du
tableau 3 et donc le choix du parametre K effectué Question 23.

Remarque : La réponse attendue est tres probablement la premiere qui est plus naturelle.
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